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1. 


Über die Reduction dreifacher Integrale auf 
Quadraturen. 


Von Dr. A. Winchler, Professor der Geodäsie an der K. K. technischen Lehr - Anstalt 
B | 
zu Brünn. ) 


D:s hier Folgende enthält die Entwickelung von Reductionslformeln 
für dreifache Integrale, bei welchen die Function unter den Integralzeichen 
nur durch ihr Argumen‘ näher bestimmt ist, und wobei die untern Grenzen 
sämmtlich Null, die obern wellküurliche Funclionen sind. Es wird dabei nur 
vorausgesetzt, die obern Grenzen seien von der Beschaffenheit, dafs alle später 
vorkommenden Gleichungen. welche sich auf die Bestimmung der Grenzen 
beziehen. innerhalb der in Frage kommenden Intervalle, jedesmal nur eine 
einzige reelle Wurzel haben und die Betrachtung es nur mit einförmigen, ohne 
Wechsel entweder wachsenden oder abnehmenden Functionen, oder mit stets 
auf- oder absteigenden Curvenzweigen zu thun habe. 

Es sind dies dieselben Voraussetzungen, welche den Resultaten zu 
Grunde liegen, die ich im 45ten Bande dieses Journals entwickelt habe. Im 
Allgemeinen läfst sich bekanntlich jedes dreifache Integral so zerlegen, dafs 
seine einzelnen Bestandtheile in der That jenen Voraussetzungen entsprechen. 

Obgleich nun die folgenden Ergebnisse auch aus den analogen Formeln 
für doppelte Integrale gefunden werden können, so führt doch der directe 
Weg schneller zum Ziele; wobei noch ein Mittel zur Prüfung übrig bleibt. 
Unter dem gegebenen dreifachen Inteyrale stellen wir uns, wie üblich, den 
Ausdruck einer Masse vor, welche, in einem durch die Integrations-Grenzen 
bestimmten Raume enthalten und nur nach gewissen Schichten, deren Lage 
und Gestalt das Argument der Function angiebt, von unveränderlicher Dieh- 
tigkeit ist. 


1. 

Bezeichnet ? dieses Argument, d.h. die Verbindung, in welcher die 
Variabeln «, y, & in der Function unter den Integralzeichen ansschliefslich 
auftreten, so wird sich der Zusammenhang aller, einem constanten t ent- 
sprechenden Werthe von &, y, 2 durch eine krumme Fläche vorstellig machen 
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lassen, für welche f(l), also die Dichtigkeit der Masse, unveränderlich bleibt. 
Läfst man nun # um df sich ändern, so wird dem Werthe £--dt eine zweite 
krumme Fläche derselben Art entsprechen, welche mit der erstern eine 
räumliche Schicht einschliefst, von welcher ein Element als schiefwinkliges 
Parallelepiped betrachtet wird, dessen auf einander senkrechte Dimensionen 


/dz \ 
dx, dv, (Z)dt sind. dessen Inhalt also 
WW j ‚ 


—- ee) dt dx dy 


ist. Der Inhalt dS. der bis zu den äufseren Begrenzungen des ganzen Raums 
sich erstreckenden Schicht wird man durch Integration nach = und y zwischen 


den gehörigen Grenzen, also aus der Gleichung 


dS = dt f dar [ (2) dy 


finden. Integrirt man endlich f(/)dS nach /, wodurch man die Summe der 
in den auf einanderfolgenden Schichten enthaltenen Massen erhält, so ergiebt 
sich für den Ausdruck der Masse eines Theils des Ganzen: 


— /rw dt fax / (&) dy. 


Die Werthe von x und y, zwischen welchen f(£)dS zu integriren ist. 
um den einer gegebenen Schicht entsprechenden Werth zu finden, müssen 
aus dem Umfange der Projeclion jener Schicht (oder vielmehr der krummen 
Fläche, in welcher sie liegt,) auf die Ebene der zy, abgeleitet werden. Das 
Nähere hierüber wird sich am besten bei der Beh.ndlung einzelner Fälle 
zeigen lassen. Wir werden dabei immer beobachten, dafs zuerst nach y, 
dann nach x und schliefslich nach £ integrirt wird. 


Offenbar ist es aber im Allgemeinen hinsichtlich des Resultats gleich- 
gültig. ob man die in einer Schicht enthaltene Masse aus deren Projeclion 
auf die Ebene der zz, oder yx, oder auf irgend eine andere Fläche, oder. 
wie oben angenommen, aus der Projeclion auf xy bestimmt. 


Aus dieser Bemerkung ergiebt sich jedoch für doppelte Integrale eine 
Transformations-Gleichung, welche wohl zu beachten ist, und welche wir daher 
vor Allem hier anführen wollen. 


Man stelle sich nämlich vor, es handle sich um die Bestimmung der 


Masse einer unendlich dünnen Schicht (Fig. 1.), zwischen zwei aufeinander- 
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foleenden Flächen enthalten, deren Gleichung: 

z ua Y, 1) 
ist. und welche von den Seitenflächen eines Parallelepipeds (S, 7, {) begrenzt 
wird. Aus der eben angeführten Gleichung leite man 


s=ylysD, 9% 1) 
ab. und stelle sich unter F(a,y,n(2,y,t)) die Dichtigkeit der Masse im 
Puncte x, y, x der dem Parameter Z entsprechenden Schicht vor, so wird 
man, der obigen Bemerkung gemäfs, zu den folgenden Gleichungen gelangen: 


(A.) I 27 1a Fa,y,n)(Z)dr 


/ 


dnl&,n,?) p (5,2, 1) . dıy 
uf ef F (ww, Y; (7 dy 
(177 (1,61 (X, 7,1) de N 
— / uf (2,9,2) (GE) az. 


- 


Im Nachstehenden findet diese Gleichung, wo es sich um die Her- 
stellung symmetrischer Formen handelt, mehrfache Anwendung. 

Im Verlaufe unserer Betrachtungen ist öfters von der Auflösung ge- 
wisser Gleichungen die Rede. 

Um Wiederholungen zu vermeiden, sollen durchgehends folgende Be- 
zeichnungen gebraucht werden. Es sei 


— Fa,y,®) 
das gegebene Argument. Vorausgesetzt wird, man habe 


v=g(a#,t) aus der Gleichung F[z,y,6(z,y)]—t=0. 


r=w(l) - - - F[x,0,0(#,0)]—t=V0. 
x—=Äuf) - .- - F\z,z(2),0] —t=0, 
2 —=w(l) e. er“, x; Fle, (2), 0 (7, x(2))] —t—0 


abgeleitet, wobei y(#) und #(x,y) die Grenzfunclionen des vorgelegten drei- 
fachen Integrals, resp. nach y und 2 bezeichnen. Die geometrische Bedeu- 
tung dieser Gleichungen läfst sich ohne weitere Erklärung erkennen. 


2. 


Es sei nun: 


Sa "ayf" "part by-+-.c2)dz 


1 * 
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voegeben. Alsdann ist 
dx 1 
= EF(r,y,2.)=a24.by+ez; ( )=- 


dt C 
und man hat 


v=g/r,t) aus der Gleichung «ar -+ by-- dr, y)—t=0, 

r nl _ _ _ dr y de, 0) —t = R | 
v4 (E . u. dry | by e3 — tl — 0, 

== ww L; _ _ _ AL - by 7) s cd(z, x(2)) —t=0 


zu berechnen. 
Für die auf einander folgenden Werthe von £ (Fig. 2.) entsteht eine 


Reihe puaralleler Ebenen, zwischen welchen die Dichtigkeit jedesmal constant 
is. Um die Bestandtheile zu bezeichnen, aus welchen sich der Raum am 
einfachsten zusammenselzen läfst. wollen wir von jenen Ebenen diejenigen 
hervorheben, welche durch die sechs Puncte 
15,x(5), 0}. 10.0.0}. 0, 2(0), 0}. 
5 0,% 0), 15% 51, 05, x{5 I» 0,210), 9(0,x(0))} 
gehen, und durch welche der Raum in sieben, einzeln zu berechnende Theile 
zerlegt wird. Drei derselben sind von der Fläche z=6(x,y), die übrigen 
von Ebenen und einer cylindrischen Fläche begrenzt. 
Zur Abkürzung werde, wie in allen späteren Fällen: 
HExr&H)=L, 90,9) =L%, 00,x0))=T, 0,09) =" 
geselzt. Dann mufs man. um die einzelnen Theile des dreifachen Integrals 


zu finden, die Integration wie folgt sich erstrecken lassen: 


u: E Sa £ Er 
(1.) Nachy,von O bis =, Nach », von e bis &; Nach £, von u& bis a&+bn; 
Ä h 
1—ar { . 
” m 0 - —  .- “= — - Mi) 
(2.) SEN a \ l - - atlın - 0 
z 5 0 - (8); - - AM)- & 
De 
(3.) b ya 0 oh 
u “ 0 - (x): - - AU) -38 
(4.) ee a, Be + ee In - atel"; 
a in () - (0); - - 0 - aff)) > 
- ) v h : “ r* 1. er bIn-+c£: 
0.) Be - p(a,t) - a); - - ul) - EI usres ustbntes; 
- - RB. + ie - - 0 - «ft) Loft 
6.) | = 0 = atbınte - bed; 
a 25 FR past) - X); - - all) - u tönt res5 
(7.) . >. - pl2,tl); - - 0 - ft); - - M+el - , 
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Dieses System von Werthen läfst sich auch leicht in ein kürzeres 
verwandeln, wenn man es so einrichtet, dafs bei jedem einzelnen Integral 
die untere Grenze in Bezug auf / — Null wird. Während jedoch das ange- 
gebene System nur wirkliche Bestandtheile des dreifachen Integrals enthält. 
kommen bei dem transformirten Integral fremde Raumtheile in Rechnung. 
welche sich zwar wieder aufheben, bei welchen aber möglicherweise die 
Eingangs gemachte Voraussetzung nicht Statt finden könnte. Das transfor- 


mirte System ist: 





.„ti—auarx s Mr ER i - 
Nach y‚,von 0 bis =; Nach v,von & bis —; Nach t, von O bis «£; 
: ) [7 
ar b 
- - . x\a) - I; - - dd - 4b); - - 0 - bn; 
Ar - 0 - oft); ee 
1 — ıux u . . 
“ - — - (a); m - "re Mai - - 0 - as+bn; 
> 
=. u: W@ Varel - - oft) - 5; - - 0 - at+tel"; 
- 0 - plast) - x); - - d - yd -  -09- te; 
=. plast) - aa); 1 - Mu» 55 - - 0 - aö+bn+ec 


Ähnliche Transformationen lassen sich auch bei den folgenden Grenzsystemen 
machen; wir werden dieselben nicht besonders anführen. 

Die Summe der hierdurch gegebenen Integrale stellt das vorgelegte 
dreifache Integral dar. Man kann also der Kürze wegen von der Aufstellung 
der Formel abstehen. Nur zwei besondere Fälle sind ausführlicher zu bemerken. 

1°. Es sei a=0, d)=0, c=1.,. also {=zx. Dann sind die homo- 
genen Schichten-Ebenen parallel mit @y, und es ist 


v=g(r,t) durch die Gleichung 9(z,y)—=t, 


3 - - Nr AO, 
== ph) - 0. - I(z7,x(r)) =1t 


gegeben. Ermittelt man die \Werthe der in der allgemeinen Formel vor- 
kommenden unbestimmten Ausdrücke. so ergiebt sich nach einigen weiteren 
Verwandlungen die bemerkenswerthe Gleichung 


Sf" frz) 


»9(0,0) , u Du [ 95,0), . ER 
—- / rend f ga,t)da- / rind f p(a,t)dır 
0 0 0 


(1) 


IM, (0) | " (t) ' N ’Als.% .&) 5 \ 
+ OU" raue pr, N)dr, 


w(t) 


0 
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welche jedoch schon in den auf andere Art abgeleiteten Resultaten (im 45. Bd. 
dieses Journals) als specieller Fall enthalten ist. 
2°. Setzt man y(r)=n, O(x,y)={ constant, so ist 
I— ec 


( zit mm (t— u2— cl : at) = 
Pt; #, u, 1% 





F P 1 j* 
I. (E, = —., v (f) AR a (f x; bn 65); 


und es findet sich nach einigen leichten Umformungen folgende symmetrische 
(rleichung: 


2abe [ de f dy/ fax +by-.c2)dg 
rt m 0 


PR: RR “bn. = | el 1 
/ t— as fit) dt + f by fndt+ f — ei) fit)dt 


‚) 


. 


au ' / ı&4 (a: bı, . fh dt / Be te eb een fe) di 


h T 

| ron et’ fOdt, Has + br +6 — Lt fit)dt. 
Für das »fache Integral einer Function mit linearem Argument würde man 
2" —1 Theil-Integrale erhalten. 

hi} 

Es sei nunmehr / der Quotient zweier linearen Funclionen der drei 
Veränderlichen und zwar 
ax +-by-+cez+m 
aut y+rstu 

Die Schichten von constanter Dichtigkeit sind hier gleichfalls Kbenen 
(Fig. 2.): ihre gemeinsame Gleichung ist 





t— 


(dd — a)2 + (MH —b)y+(yl—c)z+-ul—m = 0 


und sie haben eine gemeinschaftliche Durchschniltslinie, deren Gleichungen 


sich ergeben, wenn man / unbestimmt werden läfs. Diese Gleichungen 
sind also 


N 
127 
0 
m 
= 
Ds 


0, 
4 0; 


ee 
ER 
| 


woraus sich die Coordinalen der Durchschnittspuncte dieser Geraden und der 
Coordinaten-Ebenen finden lassen. Um rücksichtlich der Lage dieser Geraden 
aul einen ganz bestimmten Fall sich beziehen zu können, mögen sämmtliche 


en 5 


EEE EN iz; 


es 


Ber ee 











er 5 


ETEEGTETT N REN 


* RE Ro 1006 





I. Winckler, über die Reduction dreifacher Integrale auf Quadraturen. 7 


Coöfficienten als posztv betrachtet und es mag aufserdem angenommen 


werden. dafs 


a A. 

@ >34 > u 
sei. Dann liegt die Durchschnittslinie aller Ebenen unterhalb des positiven 
Theils der xy Ebene und trifft dieselbe in dem Theile (-—-.x, —y). Ferner 


entspricht die Ebene, welche durch den Anfangspunct der Coordinaten geht. 
vermöge der Annahmen über die Coöfficienten, dem kleinsten Werthe von Z, 
welcher in Betracht kommt. Läfst man also von dieser Lage aus die Ebene 
durch den auf der Seite der positiven Coordinaten liegenden Raum sich be- 
wegen, so nimmt ? fortwährend zu. 

Dies vorausgesetzt, haben die Grenzen, zwischen welchen die Inte- 
gration für die einzelnen Theile des Volumens sich zu erstrecken hat, die in 


dem folgenden Schema angegebenen Werthe: 

















+ R (et—ua).a ud — t— 
Nach y, von 0 bis — Er ;s Nach x,von & bis en, 
. Pt—b 5 at— u 
Bi . Sim 
Nach t, von — bis EIER, 
u astu 
, i el—ua). l— 
Nach y, von (x) bis ER.» 2 ar me Nach z,von 0 bisA(t): 
M nis bn' 
Nach ft, von — Cr. $ 
* Aut’ 
Nach y, von 0 bis p Ns t); Nach z,von 0 bisw(f) 
0 
Nach f, von — ” bis —— 
+u? 
at—u) x iI—m,. ’ hi 
Nach y, von — \ et bis y(r); Nach z,von & bisÄA(t); 
. At—b 
M ,.. / 
Nach t, von — bis ran". 
as+Ppnt+u 
Nach y, von (51) bis 0; Nach z,von & bis wit): 
wi. j 
Nach t, von — bis hr Er 
R astrl"+u 
Nach y, von f(x5t) bis y (x); Nach z,von 0 bis (ft): 
m 4 b ! ‚I n 
Nach t, von — bis m 
u An trötu 
Nach y, von p(x,t) bis x(x); Nach x, von w(t) bis &; 
aS+bn+ciö+m 





Nach t, von 2 bis 


act n tr tn 
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Noch ist zu bemerken. dafs 


di (ec — ay).c + (Be —hy)y + ue— ıny 


7 (1 e)' 





ist. und dafs dieser Ausdruck für alle in Betracht kommenden Werthe von / 
steis positiv bleibt. Hiermit ist das dreifache Integral als vollständig gefunden 
zu betrachten. Der grolsen Weitläuftigkeit wegen, welche die weitere Aus- 
führung haben würde, möge es bei diesen Angaben bewenden. Es ist leicht 
zu sehen. dafs hierdurch, selbst wenn y(x) und 9x, y) nicht näher bestimmt 
sind. das gegebene dreifache Integral durch eine Summe einfacher und dop- 
pelter Integrale ausgedrückt wird. 











4. 
Nur der besondere Fall mas näher erörtert werden. wenn die obern 
Grenzen z(e)=nr, Har,yv)={ constant sind. Alsdann ist 
(et—a)a+(yt—r)ö+ut—m (yt—e)ö+ ul —m 
een A ee 
7 _ Bt—hnrui—m vn — _ M—hntpt—eitut—m 
al — u y r al —ıu 
Selzt man der Kürze wegen: 
em — au—u. pum—bu=b, ym—cu= 6, 


Pe—by=a, ya-ca—p, ab-uß=y,. 
und bemerkt. dafs die Summe der szeben einzelnen Integrale eine kürzere 


Form annimmt, wenn man dieselben in zwölf andere Integrale zerlegt, von 
. . m . e . . ° | r j 
welchen drei mit — und die übrigen in symmetrischer Weise mil den zwischen 
U , 
dem ersten und letzten der im obigen Schema vorkommenden Grenzausdrücke 


ihren Anfang nehmen, so findet man: 


123 / dr / [77 be = . en ) )dz 











a m an m ec+ m 
af [oa fi !) di 3,6; 12 Ant ')di VA yltu fitjdt 
— _ C ———  — 
En (t—a” 4 Tyı6ı (yt— ec)’ 
Pr u - 
aste,tm as+bn4 m 
+2 (a  O f Le 
ya) ee T DT 9) u 
ze Et (t— a) ı "1 A ; (At —b)” 
ni a ee ag+m 
er P> 77 


Iintetm 
’pn+ys+ [#} find 
(rt— ce)" 


-— ı 0,7? ] e,) 


o= 
aan 





7 t 
Antw 
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a&+bn+m bn+ei+m m 
as+ Ant un = Bntyctu _ t) dt 
— a (Yınt ay/f — Pı( ef Zt—D: 
bn+m 
Bntu ER 
astel+m + m 
tr Flt)dt 
— Yı(Pı5S+ af Me)! 
ag+m 
it 
SErerteetr ac+bn+e -eL-+m 
N astAntysta Flt)di astpnrrta Flt)dt 
+0,(y7—Pı5+m) Haie u rprle 0,°—y: + EIER 
L (et —.ua) (#t—b) 
bntetm astestm 
Pntystu as+yctu 


as+bn+ci4-m 


astpntyst t)di 
+Yı PAE— 1n- af je; KL = . 


1 —.c)? 
aö+bn+m (7 ) 
as+pn+u 


In dieser, wie man sieht, ganz symmetrischen Formel sind viele specielle 
Resultate enthalten. 

Schliefslich die Bemerkung, dafs sich aus den bisherigen, so wie auch 
aus den noch folgenden Resultaten, Reductionsformeln für 4, 5, ...-fache 
Integrale finden lassen, zu deren Ermittelung sich das geometrische Verfahren 
direct nicht mehr benutzen läfst. In dem eben betrachteten Falle z. B. braucht 
man nur eine weitere Veränderliche s einzuführen, indem man ms--n statt 
m und us--v statt u setzt, die Gröfse s sich ebenfalls in den Grenzen ent- 
halten vorstellt, so dafs diese nun 4(z,s), #(x,y,s) sind, endlich aber (s) 
statt & setzt. Integrirt man hierauf die für das dreifache Integral gefundene 
Gleichung weiter nach s, von O bis o, so wird man eine Gleichung für das 
vierfache Integral 


o (5) (x; s) Ax, y; s) ar a by = (23 - ms + n 
ds / da [ dr F B- ‚de 
I < Y, re 


finden, die durch doppelte und dreifache, nach /, s und nach /, s, x genom- 
mene Integrale, ausgedrückt ist. Ähnlich wäre der Weg, um aus den Re- 
duetionsformeln für doppelte, diejenigen für dreifache Integrale abzuleiten. 











5. 
Es sei nun Z eine ganze rationale Function zweiten Grades und zwar: 


= au by’ +c2’+2hry + 2kxrz + 2lyz+ mx + 2ny + ?2rz. 
Zur Vereinfachung nehme man an, die drei letzten Glieder dieses Aus- 


druckes seien dadurch weggeschafft worden, dafs man +2, Y+Yo, 2+% 
Crelle’s Journal f.d.M. Bd. L. Heft 1. 2 
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statt &, y, x gesetzt und dann &,, yo, %, der Forderung gemäfs bestimmt 
habe. Dies kann bekanntlich nur in dem einzigen Falle nicht geschehen, 
wenn 7, Yo, 2%, unendlich werden, also der Ausdruck 


I = al bR’-+ ch? — abe — 2hkl 
verschwindet. Fände dieser Fall, welcher jedoch ausgeschlossen bleiben mag, 


Statt, so liefse sich das entsprechende Integral ähnlich wie in den folgenden 
Fällen behandeln. 


Es sei also 
t —= ax + by? c2’- 2hry + 2krz + 2lyz, 
so sind die dieser Gleichung zugehörenden Flächen, je nach Beschaffenheit 
der Coöffieienten, entweder Ellipsoide oder Hyperboloide, deren Mittelpuncte 
mit dem Ursprunge der Coordinaten zusammenfallen. 


Zunächst für den ersten Fall mögen die Coefficienten insgesammt als 

positiv betrachtet werden. Nimmt man aufserdem an, es sei 
are. ep. Wi, 

so ist die krumme Fläche (Fig. 3.) das dresazige Ellipsoid, welches zu den 
Coordinaten-Ebenen eine solche Lage hat, dafs der zur 2, y, ©-Axe conju- 
sirte Durchmesser des Hauptschnitts resp. in der zy, 2x, yz-Ebene zwischen 
den Halb-Axen (--2, —y), (+2, — x), (+y, —2) hindurchgeht. Diese An- 
gaben sind zur Bestimmung der Grenzen hinreichend. Das entsprechende 
dreifache Integral zerfällt auch hier in szeden einzelne Integrale, welche sich 
auf ganz ähnliche Weise wie in dem vorigen Falle finden lassen. Auch ist 
leicht zu bemerken, dafs die Theilung des Raums ganz ähnlich wie im vorigen 
Falle geschehen kann, weshalb nur noch das System der Grenzwerthe wie 
folgt anzugeben ist. Es ist zu integriren: 











Nach y, von 0 bis Mm... Kim. nnt 5 Nach r, von 0 bis Y-; 
Nach t, von 0 bis a&; 
Nach y, vn 0 bis er»... 2m JE} Nach x, von O0 bis $; 
Nach t, von as’ bis bon”; 
Nach y, von 0 bis (x); Nach x, von O0 bis A(t) 
? B RER ie a i re ; 


Nach f, von bn'® bis a8’ + Im? + hen; 
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‘ Nachy, vn 0 bis (2); Nach x, von O0 bis &; 
\ Nach t, von a&?+1m’+2h&n bis ce"; 
(Nach y, von p(&,t) bis (2); Nach x, von 0 bis »(M)). 
ee, . 2(#); a 7 er 
Nach t, von el” bis on’ +eö’+21n'f'; 
# Nach y, von g(r,f) bis ı(8); Nach .r, von w(t) bis w(t)\. 
’ ' - - ME 28); - -.ell) - 8 j 
2 Nach t, von bn+ el” +2 bis af’+el”+2KE"; 
Nach y, von p(.r,t) bis 18); Nach x, von w(t) bis £&; 


2 b ’+el 
Nach t, Lem LOhEEM bis | ron re 
ach #, von as’+eö"*+2hf + 2hEn-+2hEc-+ nk. 
Da ferner: 


C5 2 1 
dt/  2ylet—(ace—k?) a? — 2 (he —klyay —(be—’)y?) 





ist, so folgt 


di v„ . (k—kdr+t(be— 1) 
dS — 570 (aresin Te oda" Hi Fe Mt) 4 Const.) dr. 


E Statt der weitern Ausführung möge der specielle Fall betrachtet werden, 
h in welchem die Grenzen des dreifachen Integrals constant und A=k=—!1—0 





sind. Dann ist 


pm, 9=y( sed Jh oe =y(ZE), 
oa), none) 


Bemerkt man aufserdem, dafs für ein negatives «, 


























f} D) Y u , £} Y Y ; xYV- a& 
“ Jaresin v(e.r?-+p) de = zarcsin- 29) + 7 Aresin Ta 
-1/(- 5 Da sin Bern -+ Const. 


v((#— 7’) (e.r’+9)) 
ist, und formt die einzelnen sich ergebenden Integrale so um, dafs ein sym- 
metrisches,. in allen Theilen reelles Resultat entsteht, so wird sich folgende 
Gleichung finden: 


2yabe / "dr / "dy / y; (ax? --by* + .c2?’)dz 


mi 3 A Bi A IF er yb—ye)dt 


as? 


'ab?+bm?tei? a&2+bn?+el2 
+ J rdeye— yi)dt+ f raye.dı 
2 “ 
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Bahn. nyb Enyal 
pr | ) IF yaarccos 7" 5 — Ylarccos ’M- un u —_ ) 
--nybarccos ar dt 
ET ya &5YV 
ne fe) SVcarecos en — yYtarccos TE ZaR Tre ) 
rer“ ö £ye 
+ Syaarcoos gg, di 


2 A nSvbe 
9) VERROOS EeRN 


+Cyearccos en n di. 








m: fÜ 7) arc cos 7, 


N. ( 
bn?+4 





Hieraus ergiebt sich, z. B. wenn f(£) für =» verschwindet, die bekannte 
Gleichung 


Sazf ayf flaa’+y: Ter)d = 


0) 





Fin.ye.dt. 


Ay (abe), 


6. 

Auch wenn die Coöfficienten a, 5, c verschiedene Zeichen haben, 
bleibt das obige Verfahren anwendbar. Um hier alle Fälle zu umfassen, ge- 
nügt es, anzunehmen, es sei einer dieser Coefficienten, z.B. @, negativ und 
die beiden andern seien positiv. Auch werde A, k, l als positiv und ?— be 
als negativ angesehen. Dann ist in Folge dieser Annahmen 


"a, Ka, TF<bc 


und man erhält, während Z alle positiven und negativen Werthe durchläuft, 
alle ein- und zweitheiligen ellöptischen Hyperboloide, welche sich an einen 
elliptischen Kegel asymptotisch anschliefsen. Noch ist zu bemerken, dafs, 
vermöge der obigen Annahmen, die den Axen der y und 2 conjugirten 
Durchmesser der resp. in der zy- und x3-Ebene vorkommenden Hyperbeln, 
so wie der zur z-Axe conjugirte Durchmesser der Ellipsen in der yz-Ebene, 
nicht in die Räume der positiven Halb-Axen fallen. 


Im Allgemeinen zerfällt das dreifache Integral auch hier in szeben Be- 
standtheile. Um zmaginäre Ausdrücke zu vermeiden, mufs man bei der Auf- 
stellung der Grenzen unterscheiden, ob die Asymptoten der Hyperbeln in der 
zy- und xzz-Ebene die Ordinaten x($) und (5,0) selbst, oder nur de- 
ren Verlängerungen schneiden. Aus dieser Unterscheidung entspringen vier 
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verschiedene Fälle, welche durch die folgenden Ungleichheiten characterisirt 


x werden: 
1. ad t+bylö”+r2h SD) >O und as-+cd(5, 0) +2%E09(E,0) > 0, 
2, - <0 - - >V®, 
3. - >00 - - <0, 
’ 4. - . - <0; 
2 wo das Zeichen — anzeigt, dafs die Asymptote die betreffende Ordinate selbst. 


das Zeichen <, dafs sie blofs deren Verlängerung schneidet. 
Von diesen vier Fällen (Fig. 4.) möge z.B. der erste etwas näher be- 


trachtet werden. Die entsprechenden Grenzwerthe sind: 


— u R 
har — vlbt +(h’—ab).r ). Nach x, von V- bis 8; 


b a 


Nach y‚, von 0 bis — 





Nach t, von «a&?” bis 0; 


he—yv(bt+(h’—ab).ır?), 
b , 

Nach 1, von O bis a&’+bn?+2hEn; 

he — v(bt+(h’— ab) x”). 


Nach „von 0 bs — 





Nach x, von 0 bis &; 


(Nach y, von 0 bis — 





Nach .r, von 0 bis At) 


b - 
be rrrn 2(2) BE 
Nach t, von a&’+bn’+2h&n bis bn'?; 
Nach y, vn 0 bis (x); Nach x, vn 0 bis &; 
Nach t, von bn'* bis a&’+ei"?+2hE£"; 
er y‚von 0 bis (x); Nach x, von 0 bis us 

i 2. Lite (8); 177, oa 

Nach t, von aß’+cö"”+2h85" bis a&’+bn’+cö’+2hön+2hEi+ inf; 

{ a y‚vn 0 bis x(x); Nach x, von O bis “Rl: 
EN 9 + ARE 2(@); - ol) - vi 
ni Nach t, von a&+bn?’+c&?+2h&n + 2hEL4 inf bis eL”; 

: Nach y, von p(x,t) bis (2); Nach x, von 0 bis wit): 


Nach t, von e£&” bis du + ei +2 mE". 


Eine weitere Ausführung ist auch hier nicht nöthig. Als Beispiel möge 
jedoch der specielle Fall, in welchem die Grenzen des Integrals consiant 
und 4, k, ! Null sind, vollständig erörtert werden. 


Man hat 





=; 37055 (eresin „+ Const.) de, 
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und da für ein posilives « 





Jaresin ar zde == Tarcsin 7. TH + 372108 (eye + Var’ —y'))’ 
Be +8 r’)+yVe.r 
u 
H Flog VEyaor Ze yamer yanyogwe .y; A - Gonst. 


ist. so wird man mittels der obigen Angaben und nach einigen nahe liegenden 


Umformungen schliefslich zu folgender Gleichung gelangen: 


f er 5 z e, >, m? er iu 
2 y/— abe / de / dy [ f(az + by’ --c2’)dz 
v ir o 


2 PR 1 as?+bn?’+el? r 
— al f foyc—t)dt +5 f fnar, 


SEN nis, REITEN DONE. ı iD 'tlog vt.yit—as’—bn?) — En v(—ah)\ 
r vs . "Ylı—af?) +) vt.yit —a&’—bn?) + Eny(—ab) 


Linyb lo = zn I 


7% 











(t—a&:— Ibn‘) HEy—u 
are dj, Ve yt.v(t— a&®— cö?)—Ey(—aec)\? 
Br 1) Sy-@arc cos ——r —Iytlog 
-/ Sy —@ vi—a&) #] yt.yvt—as— cl’)+&y(— ac) 





(Eye) „(za — Ö®) 27) dt 
iı(CvVe ( - 
#1>7@108 vt—a&—ciö’)+&y—a 


ae bt f vom +e®®—t)+LöyVeN? 
/ "ro 3 +(ny b, log TEE) 


Yt. von’ He —t)Inöybe / (& + —t)+Hnyb \ 
\vr. y( (bn' tel? —!) )—nöy + 1(Cye)log y( bon’ + ec’ — )—nyb dt. 


Die Bedingungen, unter welchen diese Formel gilt, Bu gsemäls dem Vor- 








« 


bn?+es? 








— Iytlog 


Gaf 


hergehenden, dafs a negativ a’ +b" >0O, af-+cä>O sei. 


Zu bemerken ist, dafs sich diese ra: aus der in ($.5.) für ein 
positives a gefundenen ableiten läfst, wenn man beachtet, dafs in jener frühern 


b 
Gleichung alle Bogen, mit Ausnahme des einzigen ae a7 


theils weil der Cosinus gröfser als 1, theils weil er selbst imaginär wird; dafs 


„ inaginär werden, 


ferner. wo = bn' als Zwischenwerth der Grenzen sich zeigt, der Cosinus 
unendlich grofs wird und dabei sein Zeichen ändert. Zerlegt man dann die 
zwei Integrale, bei welchen Dies der Fall ist, mit Rücksicht auf diese Be- 


merkungen, in zwei andere und verwandelt die imaginären Bogen in reelle 
Logarithmen, thut das Gleiche auch bei dem letzten Gliede der Formel ($.5.) 
und dividirt schliefslich die ganze Gleichung mit y—1, so wird man die Formel 
für ein negatives a, übereinstimmend mit der obigen, finden. 





see er 


RER RER TERON Zend Zu 
Ba SE PER FORTE EEE PURE? 5 EEE EEE EEE 
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T. 

Wenn in dem Argumente / die Quadrate der Veränderlichen fehlen. 
also a, d, ce Null sind, so werden die eben gefundenen Resultate unbrauch- 
bar und es ist eine directe Bestimmung nölhig. 

Es sei also 

t = ucy+brz-+.cyz. 

Die Fläche (Fig. 5.), welcher diese Gleichung angehört, ist, wenn man «, b, ec 
als positev betrachtet, so lange £ positiv bleibt, das eintheilige elliptische Hy- 
perboloid, welches einer Kegelfläche asymptotisch sich nähert, deren Spitze 
im Anfangspuncte der Coordinaten liegt und von welcher die Coordinaten-Axen 
drei Erzeugungslinien bilden. Wird £ negativ, so giebt die Gleichung das 
zweilheilige Ayperboloid, welches, innerhalb jenes Kegels liegend, sich dem- 
selben ebenfalls asymptotisch anschliefst. Läfst man also / alle positiven und 
negaliven Werlthe durchlaufen, so entsteht ein System von Flächen. welche 
den ganzen unendlichen Raum ausfüllen; wovon jedoch nur Theile der zwei- 
theiligen Hyperboloide in den hier zu betrachtenden Raum der positiven Co- 
ordinaten fallen. Dieselben zerlegen diesen Raum in vier gesondert zu be- 
rechnende Theile, deren bezügliche Grenzen sich wie folgt erstrecken: 


Maarst von O0 bisy(w); Nachx,von O bis £ 
% : ; = Aal); ji S Ri A ; Nacht, von O0 bisen'l'; 
5 - = - 8-4) 
| ET RT. ER 
alle Selle . al al) - Yl. Sr 
u ger Me Tee 
Le ; r nn er > m E: er ech 
- —- Ylaıl) - Zee); - .-p- 5 - 65" - afn+bäötene. 


Ferner ist: 
dS —  /tiog (bx2 + cy)--Const.) dir. 


Die weitere Ausführung möge z. B. auf den Fall bezogen werden, in welchem 
die Grenzen des dreifachen Integrals constant sind. Dann ist: 


TEE t—lör Bi. 
en Ze ON: 
t— ng. 


= Wut 


an’ 
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ferner, wenn « und / positiv sind: 
[log (ac? B)de = wlog(ar”--Pß) +2yLarcig(# \)-22+ Const. 


Mittels dieser Angaben erhält man, nach einigen Reductionen, die symme- 
trische Gleichung 


/ "dr / fr ary - br2 cy2)dz 


en ab&+et acn’+bt v# a&n— \y 
-# ft) \e 0 EDEN: &(b&+-cn) T gi nennt“ Var" arctg( at FE) de 


5 (£& bef+at , 5 ab&’-+ ct —— ce bE—t 
f I la log cc-+ a£) Lur: log S DE (a&-+c£) +2y, ah s(yH elta: ji 


> 
88 aen’+bt , 85 tat N> | 

rn ({) 

. A 2 77 an+b£) Ta log 8’fu&tam)* Ve abe mei ae) ui 


asntböstens „, ,\j&, „(asteöl(b&ten) , n, „(en+bölant+bd) , &, „(bitad)(cö+un) 


dete 1% 08 acn?’+ bt be? +ut 




















/ 


! 
u De 7 \aretg gEy + areign Y+areigöy a — 4a) dt 


Sind die Grenzen , n, C insgesammt unendlich, so heben sich die 
loyarithmischen Ausdrücke gegenseitig auf und es bleiben nur die Bogen- 
gröfsen übrig, von welchen jede einzelne sich auf 4x reducirt. Man findet 
also, wenn f(?) für =» verschwindet: 


Sauf iyffary +b22-+cyz)dz — za 10 ‚yt.dt. 


Vergleicht man diese Formel mit der am Schlusse von ($.5.) ange- 





führten, so zeigt sich noch, dafs unter den jetzigen Voraussetzungen 
"dx "dy flaxy+brzceyz)dz — 4 "dr "Ay las by°402).dz 
/ / / | f / 4 


ist. Wie zu verfahren sei, wenn einer der Coöfficienten «a, b, c negativ ist, 
bedarf keiner besondern Auseinandersetzung. 





8. 

Wenn das Argument £ der (Quotient zweier Funclionen zweiten Grades 
von ©, y, % ist, so entspricht der Gesammtheit aller Werthe von £ ein System 
von Flächen zweiter Ordnung, welche sich, im Allgemeinen, in einer räum- 
lichen Curve vzerfer Ordnung schneiden. Die Gleichungen dieser Curve er- 





ee 


SERVER 
aa 0 2 EReR N 


IR RN 





5 e a 
VERRATEN SET 2 a EIER s en En He ne 
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geben sich, wenn man Zähler und Nenner von /, jeden für sich, gleich Null 
setzt. Wie leicht zu erachten, ist diese Curve sehr oft ömaginär oder liegt 
im Unendlichen, oder hat auch nur eine einzige reelle Projection. Die Unter- 
suchung der solchen Argumenten entsprechenden Integrale ist sehr weilläuftig 
und die Resultate werden überaus complieirt. Als Beispiele wollen wir die 
folgenden besondern Fälle näher betrachten. 


Es sei 
ax’ +by’+er’+m 
aa’ Ay’ tr tu 
und darin seien alle Coefficienten posefv und aufserdem sei 
a b u Mm 
Pt 7 >> > 


u 





Dann stellt die Gleichung: 


(d— u) + (At — by Gr tut—n —=0, 
2. r m . s 
wenn man £ (Fig. 6.) von dem Werthe A wachsend annimmt, eine Reihe 
.. Wer m . Wer . . 
von Flächen dar, welche für 2 = = mit dem Puncte anfängt, in das drei- 


axige Kllipsoid übergeht, für = einen zur z<-Axe parallelen elliptischen 
b 


Cylinder und dann das eintheilige Hyperboloid giebt, welches sich für /—= = 


auf einen zur y-Axe parallelen hyperbolischen Cylinder reducirt. Von hier 


an geht die Fläche in das zweitheilige Hyperboloid über, welches für / — 


im Unendlichen mit der £<-Axe zusammenfäll. Während also £ alle Werthe 
m . d EN . . 

we bis eg durchläuft (und andere können nicht vorkommen ), entstehen 

Flächen, welche den ganzen unendlichen Raum ausfüllen. Die Durchschnittslinie 

aller dieser Flächen ist, unter den zu Grunde gelegten Annahmen, ömaginär. 


In dem besondern Falle, wenn »n» und « Null sind, gehen die Flächen. 
von welchen oben die Rede war, in Kegelflächen über, deren Spitze im 
Anfangspuncte liegt und deren Axe die c-Axe ist. Und zwar redueiren sich 


. . . a . . 
dieselben, unter den obigen Voraussetzungen, für = — auf die x-Axe, sind 


für die folgenden, kleineren Werthe von / elliptische Kegel und lür Harz 


zwei sich in der y-Axe schneidende Ebenen. Für noch kleinere Werthe 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. L. Heft 1. 3 
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* . ” . PM ; 
von { entstehen Ayperbolische Kegel, welche sich schliefslich für £= — auf 
die z-Axe reduciren. 

Dies vorausgesetzt, sind die Grenzwerthe der sechs einzelnen Theile, 


in welche das entsprechende dreifache Integral zerfällt, wie folgt zu nehmen: 





Nach y, von O bis p(#,t); Nach x, von 0 bis o(t); 
i e bn'*-L e&!” 
Nach t, von — bis An’ +7&”’ 
‚Nach y, von O bis z(x); Nach x, von 0 bis 4 
te DE: - = yl) - ol? 





In? +e&'? at +e 

Nach f, von Az bis EL Any’ 
(Nach y, von O bis (x); Nach x, von O0 bis & 
I. 0 - pa; -  - E - of) 
at te  ateer 
at Ant ty’ 
Nach y, von O bis x(x); Nach x, von O0 bis &; 


agtteer 6 
der z 














Nach f, von 





RETTEN 





Nach 1, von 











en y, von 0 bis 2-5 Nach x, von 0 bis Al. 
- - 0 - x(&); - - kW) - 8 
b ,. a&+bn? 
Nach f, von — bis — =; 
Bet An® 
. at—a 
Nach y, von O bis x HB Nach x, von O bis $&; 
aim?’ ,. a 
Nach t, von Po) bis —- 


Ferner ist: 





(2) Tom en ay) c*+(de—by)y’ 

’ (rt —e)?.Ylla— et) a" +(b— PÜ)y’) 

Um daraus dS in reeller Form zu finden, mufs man bei der Integration nach y 
unterscheiden, ob £<< oder >45 is. Im ersten Falle findet man loyurith- 
mische, im letziern Bogen-Ausdrücke. 


9. 
Für die eben betrachtete Gleichung: 


(e— a) + (At —b)yy+(yt— ce)" +ut—m = 0 


wollen wir die Voraussetzungen dahin abändern, dafs nun m und u negatı 
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und aufserdem . 
a m ce 
a a 
sein soll. Alsdann existirt in der That eine gemeinschaftliche Durchschnitts- 
linie aller Flächen. Die Gleichungen derselben sind: 
ac -- by’ cz +m —(, 
aa? By? -yz+u — (0. 

Wenn man hieraus die Gleichungen zwischen je zwei der Veränder- 
lichen ableitet, so findet sich, dafs die Projection jener räumlichen Curve, 
auf xy Theile eine Kllipse, auf «2 Theile eine Ayperbel und auf zy, eine 
vollständige Ellipse ist. Diese drei Curven sind zugleich die Leitlinien von 
Cylinderflächen, deren Axen beziehungsweise die Axen der 2, y, x sind. 

Wegen des Verlaufes aller, den aufeinander folgenden Werthen von / 
entsprechenden Flächen genügt die Bemerkung, dafs man für nR SI<T 
und für —<t<+%® dreiaxige KEllipsoide; für = den bemerkten zur 
b 
8 


imaginäre Halb- Axen in der z-Axe liegen) und für a schon er- 


P 
m 


wähnten, zur y-Axe parallelen Cylöinder erhält; dafs ferner für Bir Ii<— 


) u 


zweitheilige nach der x - Axe sich öffnende Hyperboloiden; für t = 2 ein ellip- 


z-Axe parallelen Cylinder ; für 7 <t<-— eintheilige Hyperboloiden (deren 


tischer Kegel (dessen Spitze im Anfangspunct liegt); für m< IL < — wieder 
eintheilige Hyperboloöiden (deren imaginäre Halb-Axen in der &- Axe liegen) 
entstehen; und endlich dafs für I=— der bereits genannte, zur 2 - Axe 


parallele Cylönder zum Vorschein kommt. 


10. 
Ist 
asy +bx2+ ey: 


= ey tBestyz 
so sind die allen möglichen Werthen von £ entsprechenden Flächen insge- 
sammt Kegelflächen, welche sich in den durch die beiden Gleichungen: 
axzy-+bxzz —cy2 0, 
ary + Puz + Yyz 0 
gegebenen Linien schneiden. 





| 


| 


3,* 
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Ks ist leicht zu sehen und nicht näher auszuführen nöthig, dafs diese 
Gleichungen vier gerade Linien (Fig. 7.) darstellen, von welchen drei die 
Coordinaten-Axen selbst, während die Projections-Gleichungen der vierten 

ap — ab)z--(ay—ac)y=0; (by — Pc;z + (ba — Ba)z —= 0; 

(ca— ya)y--(c$ — yb)z= 


sind. Ferner sieht man aus der Gleichung der Flächen: 
r 9 u _| 3 . EBENE 
”\ u; 
dafs sich dieselben für =—, —, 
a’ Pp 


wovon eine durch jene vierte Gerade und beziehungsweise durch die 2, y, x-Axe 


ae » . . 
n jedesmal auf zwe: Kbenen reduciren, 


veht und die andern mit der zy, 223, yz-Ebene zusammenfällt. Die krummen 
Flächen redueiren sich also sechsmal auf Kbenen und stellen die Gesammtheit 
aller Kegelflächen zweiter Ordnung dar. welche durch vier, im Anfangspuncte 
sich schneidende gerade Linien gehen. Die ausführliche Aufstellung der Re- 
sultate findet jedoch hier nicht Raum. 


Aufser den bisher für # angenommenen Ausdrücken lassen sich noch 
beliebig viele andere irrationale und transcendente bezeichnen, für welche sich 
die Reduction des Integrals allgemein darstellen läfst und auf welche das bis- 
herige Verfahren anwendbar bleibt. Hier möge nur des Falles Erwähnung 
veschehen,. in welchem 

t = ae“* + bei) -1- cei* 


ist. Die dieser Gleichung angehörige transcendente Fläche kehrt, wenn alle 
Coölfieienten positiv sind, ihre geschlossene Seite dem Raume der positiven 
Halb-Axe zu und geht für *=«a--b+e durch den Anfangspunct. Für kleinere 
Werthe von # liegt kein Punct der Fläche mehr in jenem Raume. 

Die Aufstellung des Systems der Grenzwerthe und der Reductionsformel 
hat keine Schwierigkeit. Nimmt man z. B. an, die obern Grenzen des drei- 
fachen Integrals seien insgesammt unendlich, so erhält man nur ein einziges 
Integral. welches wie folgt zu nehmen ist: 





' en t— ae — c ER RE RER 
Nach y, von O bis zog n ; Nach =, von 0 bis —log i 5; 


Nach # von a+-d-+ec bis . 
Da ferner 





12 1 1 
(m) — y1— ae — ef) 
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3 ist, so geht das dreifache Integral in 
—log ver ran .d 
dx (t — ae — b)(T — ae®* — ce) 
ar ( 
I A nauf” 1 — ae“* 1 —aerz 108 be 


hie 
über, oder man erhält nach einiger Transformation, und wenn man dann auch 
die Integrationsfolge ändert: 


Fa def dyf fiae“ + be’Y + cei*)dz 


dz (3— a —b)(2— a— ce) 


— aßry = ER e) auf z—a)(t+a— 2) log BE 8 


a+b+ec ri 


Sa Er; de urn er Ibtettte LU 
er 7 afc 7,108 af fia- b Ü dh «z 


Dafls die Integrale rechts, wie nach «, f, y, so auch nach «, b, « 
symmetrische Functionen sein müssen, versteht sich, geht übrigens auch aus 
den Gleichungen (A. $. 1.) hervor, wenn man sie auf das durch die oben 
angegebenen Grenzen (nach y und x) bestimmte Doppel - Integral anwendet. 
Diese Symmetrie läfst sich übrigens auf ähnliche Weise darstellen, wie ». B. 

















diejenige des einfachen Integrals 


' dz 
I (3—a)(t+a— x)” 


a+b 
ohne dafs die Ausführung der Integration nöthig wäre. 





11. 
Aus den oben angeführten Reductionsformeln unseres dreifachen In- 
tegrals mögen noch die folgenden speciellen Resultate abgeleitet werden. 


t 


Es sei u=b=c, = P=y und f(t)=e, so ergiebt sich, mil 


Rücksicht auf die bekannten Formeln. 


-ck 
’ “ nr 7 ae BET a 
li(e”“*) = f = — Pu ee — ef et } 
f log x x , x+te 


1 0 











a . 
ER ER ee ig 
u Ban. NEE NN a an a Arne en nn a in nr ER 


die sehr bemerkenswerthe Gleichung 
” _.1._(3+a)(2+Ö) ea an 
J e”*log x Er: a e+? li(e")li(e”), 
welche sich jedoch auch durch ein anderes Verfahren erlangen läfst. Setzt 


ınan FOR ak, bk, kz statt a, db, & und reducirt, so erhält man weiter: 
© g-kedz 


Ta log (et a)(z+b) — et DK ffilertliler?t) — log ab.li(er N}. 
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Durch theilweises Integriren und mit Berücksichtigung der Gleichung 


[ e'log(@ +c)dıe = —(loge — e*li(e“*)) 


0 


ergiebi sich hieraus noch folgendes Resultat: 


ri (= T p)log(z ra +b)dz 


0 
1 -loga log b)log(a--b) — et ie h)litet) + (1 —logab)li(e+" HN, 
mm 





12. 

Fügt man dem f(£) noch eine vollständig gegebene Function von z, y, 2 
als Factor bei, so erleiden die Grenzen, welche, wie man weils, aus der Be- 
schaffenheit des Arguments ? ihre Bestimmung erhalten, keinerlei Änderung, 
während jedoch die betreffenden Reductionsformeln eine beträchtliche Ver- 
allgemeinerung erfahren. Da das Verfahren dasselbe bleibt, wie bisher, so 
möse nur der Fall berührt werden. welcher sich auf die lineare Form des 
Arguments ($.2.) bezieht und wo der Einfachheit wegen angenommen werden 
mag, die Grenzen des dreifachen Integrals seien insgesammt constant. Die 
entsprechende Gleichung kann entweder durch Umgestaltung der in ($.2.) ge- 
oebenen Grenzen, oder, was noch bequemer ist, mit Rücksicht auf die in ($.1.) 
angeführte Transformations-Gleichung (A.), unmittelbar aus der (Fig. 8.) ab- 
velesen werden, wo der Raum so abgetheilt ist, dafs das Resultat sogleich 
in seiner symmetrischen Form sich zeigt. 

Bei den vorliegenden Betrachtungen besteht überhaupt ein wesentlicher 
Nutzen der geometrischen Repräsentation darin, dafs sich sogleich aus der 
Figur abnehmen läfst, welches die einfachste und eleganteste Darstellung des 
entsprechenden Integrals sei. Insbesondere entspricht einer symmetrischen 
Figur immer auch ein syınmefrischer analytischer Ausdruck. Setzt man zur 
Abkürzung: 


. t— ax —by t— ar — cz er 
F (x, y, ) =F(r,y); F(x, ’ z) =F(z, 2); 


c b 











F( En Kerkinf y, 2) = Fiy,e), 


d 
so ergiebt sich 


/ da fr ac-+by-+cz).Fia,y,2)de 
IT (0) Tr 
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(zei =y er tzez 
a 
u roaf E72 F(z,y)da ah rauf af F(y,2)dy 
I-cl Tax 
1 ei 1; SEE 
4- A rodf da / F(z,2)dz 
R t—a$ 1—by 
= 1 %as+bn b rs: 
i -S”rpodf ayf " Fla,y)dr 
E 0 n 5 
> —ı m 
2: 4 fontel . = 
= roaf af" F(y,2)dy 
3 nn 1—ax 
i 1 
1 a: wo A dx Mi F(z,2)dz 
3 u nei! u 
4 S+bn+e Y 
u Ai. BP dy # F(z,y)d 
Das letzte Glied hat hier u TEEN SR Form, aber es wäre leicht, 
demselben mittels der Gleichung (A. des $.1.) eine solche Form zu geben; 
wobei es jedoch durch dree dem Werthe nach gleiche Integrale ausgedrückt 
| werden würde. 
sr 13. 
E Als Beispiel für diese Formel wollen wir 
i as Y> z) — e+Aytr: 
4 setzen. Führt man die Integrationen aus und setzt zur Abkürzung: 
: Pc—by=a, ya—ca—mb, ab—uß=c, 


so wird sich folgende Formel finden: 


Sa f"ay frcaw+ by 4 02).em'r de — 


as = B el 2 
n— Jau, f(t)e“ dt m froe'dt+ ee f(it)e‘ au 








a&+b at—c,n aö+bn+ el at—c,n+bil at+bıi 
- fit)e “ dt / fit)e ° a "rct)e « d j 
bn+el 
eze DR a&+bn+eL Pt-a,c+e,& At+cıS 
an flt)e ? dt oe ' dt) "retye ® “al 
aö+eL 
yt—bi$ Erbn+tel yt-b,ötaın —b,&+a,n yt+a,» 


Bas "ee: dt Ki fe ° sh "gene al, 


ag+bn 
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‘» 


Es sei hierin <= n=6=x, so folgt: 


fä af dyf f(ax +by-+ cz)etPrtr: de 


u b 


. =. .L P, 
22 = ”r \ & “u » bh 
(cb— aß) ws) fit)e dt- Te ne ft)e di 


nn Y 
| c ’ he 
ı (ya— ca) (yb — a f(t)e dt. 


Ander! man die Zeichen von «, %, y und sieht dann die Coöfficienten als 
posttiv an; setzt ferner 











EN 
AN t+m 


und bemerkt, dafs sich dann die drei Bestandtheile der Formel durch Inteyrul- 
F,ogarıthmen ausdrücken lassen, so ergiebt sich: 


fi | I N F; e-tex+py+ Y2) r 
wor we ax +by+cez+m 


—m Re L, er 1 
ai SL li(e 7 - z be nl 6 en) RL; m "lile ) 
(eb—ap)(ec—ay) ' (Pa—be) (Pc 











—- 


 (ya—ca)(yb—ch)\ 





Für ein zweites Beispiel sei: 
fit) nr 
Erwägt man, dals, wenn wieder «, 5, y negalıv angenommen werden. 
die drei Integrale der allgemeinen Formel a: auf 


/ ve'd—= In +1) 


redueiren lassen. so wird sich alsbald die folgende Formel finden: 








ß r n+2 
Io 0 Nele (2) z (da—be) u een 16 iR 


Endlich setze man noch: 





fit) = log(t- m) 


und nehme wieder an. es seien @, 9, y negalw. Dann findet sich die 
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Gleichung: 

j J u dy/ eetrrt7) log (ax +by--ez- m)dge — a 

ö «Pr 

: Ber 2ule® a aN? geb" "ile n, ”) ver" il li ( Kuh a 
| 3 u a (Pa — be) (de — + m ke )k 

| U. s. w. 

14. 

3 In der allgemeinen Formel ($. 12.) werde ferner 

. 

: Fiz,y,sy = = 

{ er (ew+py+r73+u)" 

2 gesetzt. Dann ist, wenn «,, d,, €, dieselbe Bedeutung wie oben behalten: 
r | BR . ”n ° flar+by-+tez) 

2 n—1n—2f da f dy / / : dz 

3 | er . . A (ar + Pyt+r2+ u)" 

; u fd ER Zi fit)dt “ ei 15 fd | 

N; Ub,e, (ettauy 00 I (Artur Tab, I Wwiten)") 

ä 4 e | ab+en Kl 2 Ban fi)dı gi PT fiat 
\ er „„(ttau—entbs” I. (attan+b,9”") 
! ua ont Flt)dt Sn fit)dt ri astbon Flt)dt eG 
d 7‘ 14 (At-+-bu—a, me Let ee | 42 erg 














7 er Ve: fiÜ)dt f as+bn+eL t).di SL bntes N 
: + a,b, J. (riteu—b, By? Verb, ‚(rt rea— L« ‚sta, n) n—2 | re N) yn—2| ö 








4 Ist her $<=n=$=>=x, so erhält man: 
4 „u % a0 
ä i * flax+by-+ez) 
i (n—1) n—2/ da dyf [lass ® 
| a arten 
ar—ı gi fidt H br—1 > f(t)dt 
(eb — uß)(ee—ay)F (at-+anu)"* | (Ba —ba)(Be— by), (At + bu)" 


d er = fl) )dt 
(ya— ca)(yb — cß) J (t-+eu)" 








Für die Werthe 1 und 2 von n werden diese Formeln unbrauchbar und die 
Reduction mufs auf directe Weise geschehen. 


Setzt man in der letztern Gleichung 


io = 


Crelle’s Journal f.d.M. Bd. L. Heft. 4 
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und beachtet. dafs 


fi im di ) I(m+1)I(n—m—3) 


(pt +)" rn prtlgn—m3" I(n— 2) 








ist, so zeigt sich vor Allem, dafs das dreifache Integral einen endlichen Werth 
hat, wenn 
n>2 md n<n—3 


ist, und man findet unter dieser Vorausselzung folgendes Resultat: 


Sul [ehrt 


{ I (m +1) In —m—B3)| & € e 2. 





03 n—1)m—2) 1m —2) ab —aß)(ae—ay) 














| 3 PP%7 | 
r Te 54 ge een 1} 


Das analoge Resultat für das doppelte Integral ist: 


Is a by) m 
Zi (ar + £ 
/ / (ww + Ay+u)" ” 


n;' 1 I (m+1) I(n—m—.2) 1 a m+1 1 b\m+1 
ET on oo. (n—1) In —1) 3 (2) ee ' 


sndlich werde noch angenommen, es sei: 


fü = e' 
Unsere Formel liefert dann wieder drei einfache Integrale für das ent- 


sprechende dreifache Integral. Da aber nach einer allgemeinen Formel von 
Cauchy 


% ”. x e-lax+by-+e:z) 1 - irtemutdt 
dx dy sa 
J 2/ yJ (er +ßy +yz+ u)” d In) («t+a)(Pt-+-b)(yt-+e) 


ist, so ergiebt sich, durch Vergleichung beider Resultate und nach einigen 
Umformungen der resultirenden Gleichung, folgende bemerkenswerthe Relation: 




















a” } —kz dz 
(«b—aß)(ec—ay)/ (az+u)"- 











Ja zn e-kz de I(n-+1) br SE ek: dx 
4 («+ a)(d2+b)( te n(n — 1) k"-? u, (8a — ba) (Be — by) (#3 + by"! b) 


e" © ok: dz 











Mr (ra— ca)(yb— cP), (y3+e)""! 


mittels welcher sich das Integral links, wenn n eine positive ganze Zahl ist, 
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/- > gie 
, (as + a)y"-! X 


(u 


insofern finden läfst, als 





durch partielle Integration auf Integral-Logarithmen zurückgeführt werden 
können. 
15. 

Eben so leicht wie in den bisherigen Fällen werden sich auch die 
Reductionsformeln herstellen lassen, wenn für F'(x, y,2) einer der Ausdrücke 
cos(lc-+A)cos(my-+ u)cos(nz+r), log(lx--A)log(my -+u)log(nz --v). 
cos(ar +Py-y23 ach ee 

vesetzt wird. Es finden sich dadurch jedesmal neue Resultate. 

Sind die Grenzen des dreifachen Integrals unendlich, so lassen sich, 
den früheren Erörterungen zufolge, leicht allgemeine Gleichungen aufstellen. 
welche die meisten der bisherigen Ergebnisse als specielle Fälle enthalten. 

So erhält man z. B., mit Berücksichtigung der Gleichung (A. $. 1.). 
sogleich: 


Sf af rartly te Ree, y,2)de 


i—by Set 


-4f f® uff " Flz,y)dr — e roaıf af (Y, 2)dy 


t1-ax 


-4/ rad fr (x, 2) da. 


Ferner ist. wenn man 


1 . 
' 1 2? Be a 
F(z,y, 2 yt-aaı by?) —= F(z,y) elc. 
setzt: 


J def dr f far +by?+cz")F(x,y,2)de 


var 
F(x,y)dx 
fl roaf” uf age en by’) Bn 


Es wäre leicht, den hierbei zu Grunde liegenden Satz allgemein zu 
formuliren. Nur müssen, wie sich versteht, die Functionen f und F' oder. 
im Allgemeinen wenigstens, ihr Product ins Unendliche abnehmen, wenn die 
4* 
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Veränderlichen ohne Ende wachsen. Ahnliche Formeln erhält man auch für 


doppelte Integrale. 


16. 

So viel mir bekannt, hat man sich mit der Reduction dreifacher Inte- 
orale, bei welchen die Function von zwwe: getrennten Argumenten abhangt, 
bis jetzt nicht beschäftigt. Die Reduction ist in sehr vielen Fällen ebenfalls 
durch ein geometrisches Verfahren ausführbar und die Resultate übertreffen 
alle bisherigen an Allgemeinheit. Um den Gang in Kürze zu bezeichnen, 
seien £ und 7 die zwei gegebenen Ausdrücke in x, y, 2, von welchen die 
Function abhangt. Da sich für jeden Werth von £ und 7 unendlich viele 
Werihe von «, y, 3 angeben lassen, so lassen sich # und 7 als die Para- 
meter zweier krummen Oberflächen betrachten, deren Durchschnitt im Allge- 
meinen eine Curve von doppelier Krümmung ist. Ändern sich nun jene 
Gröfsen um dt und dt, so entstehen zwei weitere Flächen, welche mit den 
beiden früheren ein Element des Raums von unendlich kleinem Querschnitte 
einschliefsen,. welches man, um seine Geslail zu bezeichnen, etwa ein ge- 
wundenes Prisma nennen könnte. Schneidet man dasselbe durch eine mit 
xy parallele Ebene, so ist der Schniti ein kleines Parallelogramm, welches 
sich in seiner natürlichen Gestalt auf xy projieirt und welches, mit dz mul- 
tiplicirt, das Volumen der unendlich kleinen Schicht jenes Prisma’s giebt. Der 
Inhalt des Parallelogramms läfst sich allgemein ausdrücken, so dafs sich für 
das eenannte Volumen 

dan /dy dı\ /dy 
Narr dt de 

findet. Um hieraus das prismatische Elemen! abzuleiten, ist zuerst nach 2 
zu integriren, und zwar zwischen Grenzen, welche sich aus der Lage der 
Puncte ermitteln lassen. in welcher das Element die, durch die Grenzen des 
Integrals bestimmten Theile der Oberfläche des ganzen Raums trifft. Man 
integrire hierauf nach /, wobei 7 constant bleibt. und dann schliefslich nach r, 
jedesmal innerhalb der Grenzen, zwischen welchen der zu berechnende Be- 
standtheil von den nämlichen Linien oder Flächen eingeschlossen bleibt, so 
wird man die einzelnen Integrale erhalten, aus deren Summe das dreifache 
Integral besteht. Die Zahl dieser Theile, welche sich im Allgemeinen nicht 
weiter vereinigen lassen, beträgt im Allgemeinen wieder sieben. 


Um diese Bemerkungen auf einen bestimmten, möglichst einfachen 
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Fall anzuwenden, selzen wir zwei Öneare Ausdrücke / und r und nehmen 
die Grenzen des Integrals als constant an. 


Die sich schneidenden Flächen 


! 
} 


t=ar-hy+ez, T=ar-Py-+y2 
sind also Ebenen, und der zwischen je vier auf einander folgenden Ebenen 
dieser Art enthaltene Raumtheil ist ein gerades Prisma. 

Wenn man nun, um sich hinsichtlich der Lage jener Ebenen auf einen 
ganz bestimmten Fall beziehen zu können, annimmt, es seien alle Coöfficienten 
positiv und es sei aufserdem: 

b c 
su 
so hat eine unendlich dünne Schicht des Prisma’s: 
GE dr dtdz, 
also das Prisma selbst: 


d,r) , 
ze + Const.) dr dt 


zum Ausdrucke. 

Das dreifache Integral kann in dem vorliegenden Falle nicht durch 
weniger als sieben Doppel-Integrale ausgedrückt werden, deren geometrische 
Darstellung man findet, wenn man, wie in ($.2.) parallele Ebenen (r) durch 


r» 


die daselbst angegebenen Eckpuncte des parallelepipedischen Raumes (S$, 7, {) legt. 


17. 

Die obigen Annahmen rücksichtlich der Coöfficienten haben zur Folge. 
dafs die Ebenen der beiden Systeme (£ und r) die positiven Halb-Axen der 
x, Y, & schneiden und dafs eben so die Projection ihrer Durchschnittslinien 
auf xy die beiden entsprechenden positiven Halb-Axen schneidet. 

Die Bestimmung der Grenzen ist oben im Allgemeinen bezeichnet 
worden; sie ist etwas beschwerlich, ohne jedoch schwierig zu sein. Eine 
detailirte Ausführung derselben würde zu umständlich sein, während sich die 
Grenzen-Ausdrücke, bei Benutzung einer richtigen Figur fast ohne Weiteres 


hinschreiben lassen. 

Indem wir also das Weitere übergehen und uns auf das Endresultat 
beschränken, möge nur noch die Bemerkung ihre Stelle finden, dafs sich das 
System von Werthen, wie es sich, unter Beibehaltung einer und derselben 
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Aufeinanderfolge der Veränderlichen aus der Figur ergiebt, leicht in ein an- 
deres transformiren läfst, wobei der Reihe nach jedesmal eine andere Ver- 
änderliche eliminirt ist, und wodurch die Theile des Integrals eine symme- 
trische Form bekommen. Der letztere Umstand ist um so mehr zu beachten. 
da die Symmetrie der Formeln, hier, wie in den früheren Fällen, das sicherste 
Mittel zur Prüfung der Rechnung abgiebt. 

Setzt man wieder zur Abkürzung: 

Pe—by=a, ya—ca—b, ab—ap=cı. 


so findet man schliefslich folgende Gleichung: 


/ dr f dy f fiae+by+cz,o2-+ßy-yz)dz 
IT m m 


- / uf” a —mit,® art uf” 6. PTR eg a) 


ff , ne fh, t) dt 
/ 1b 


0 
































br—e,@ at+e,n 
'ad+bn BB Bt—brteE, 'astpn « A—ar—enNy 
Een | dı / { ft, T) Hd dı e ı fi L, T) dt 
J u ac, I ’ ‚o 
as a. 
er—a,n br-+a,cs 
WERE oa 1 er | Bn+YZ Zu 55° l 
Bn+Y> ’ yt—er+an 2 Ya Y= S P A—br—al 
Ä (Ü,r)de — dr I, a\dt 
F du f a,b, NR r) Jr J u,c, A 
aTt- ar-bıG 2 nm 
ı<+yl ri en ut - a \ s+Y5 —cet—hbE „ ' 
f- di / fit, ı z) di F Mr -. fit, r)di 
17 
eT+ b,s-aın 
zo, [ Y yt—cer—bh tan 7 
Al "2 a,b, N 


nur 0 
esrpn 


at-+ec, n—b, 5 


ab+Bn+yL a et —uar—en-+bL,.. 
+/ dr / MT rd 


i 


ı 
3 
! 








« 
ET v0 
n4 > 


br+ta,c—c,& 


as+ßn+yL FE, t— Ir — 
ff ? Bokzustakn,ne 


nes 








Üc rrS 0 


Wenn f(t,ı 
orale. bei welchen diese Gröfsen in den untern und obern Grenzen zu- 


so schnell abnimmt, dafs fir &<=n=[==x die Inte- 


; 


oleich vorkommen, der Null sich nähern, so reducirt sich das dreifache Integral 
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auf die drei ersten Doppel-Integrale und man erhält: 
I da [ dy / fax +bdy-+ 02, ae + Py-+ yz)de 
a b 


FR K - (ar—et) fit, T) » u (br— Ar) fit, T) 
af def (eb — aß) (@c— uy) a4 f uf (fa — ba) (Be — by) di 


ı) 








ce 


ER 7 (er—yl)f(t,r) 
+/ def (ya— ca) (yb— cß) di. 


E» 0 0 





Formeln dieser Art lassen sich auch noch für viele andere Formen 
von € und r finden. Sofern es sich aber um eine explicite Darstellung der 
Reductionsformeln handelt, werden die Resultate so weitläuftig, dafs sie sich 
hier zur Mittheilung kaum mehr eignen. 

Zum Schlusse noch die Bemerkung, dafs frühere Andeutungen, so wie 
die Resultate selbst, sehr leicht auf die Bildung der entsprechenden 4, 5. ... - 
fachen Integrale führen. 


Brünn, 3 August 1853. 

















2. 
Bemerkungen über einige Formeln der Geodäsie. 


(Von Herrn Dr. A. Winchler, k. k. Professor in Brünn.) 





Di. folgenden Artikel beschäftigen sich: 

Erstlich mit der Ermittelung des Betrages, um welchen, bei Annahme 
der gewöhnlichen Hypothesen, die scheinbare Zenithdistanz eines terresterischen 
Objeets in Folge der atmosphärischen Strahlenbrechung von der wahren Zenith- 
distanz abweicht; 

Zweitens mit der Berechnung der Höhen solcher Objecte aus einem 
Näherungs-Ausdrucke, in welchem auf die Refraction und auf den vollstän- 
digen Einflufs der Erdkrümmung Rücksicht genommen ist. Endlich: 

Drittens wit der kürzern Herleitung einer bekannten Formel für die 
Inhalte kleiner sphärischer Dreiecke. 


ir 

Um den Betrag zu ermilleln, um welchen wegen der Refraction die 
beobachtete Zenithdistanz corrigirt werden mufs, werde ich von der Gleichung 
der Refractionscurve Gebrauch machen, welcher dasjenige Gesetz der bre- 
chenden Kraft in den auf einander folgenden Schichten der Atmosphäre zu 
Grunde liegt, welches zu der bekannten, bei terresterischen Höhenbestimmungen 
ausschliefslich in Anwendung kommenden Formel führt. 

Der Übersicht wegen möge zunächst die dieser Hypothese entsprechende 
(rleichung der genannten Curve, jedoch auf etwas einfacherm Wege als sonst 
abgeleitet werden. 

Es seien zu dem Ende in (Taf.2. Fig. 1.) A und A, zwei innerhalb 
der Atmosphäre liegende Puncte der Lichteurve. 

R und AR, die Halbmesser der entsprechenden Luftschichten. 
H—=R,—Ü die Höhendifferenz der beiden Puncte. 

u der Winkel am Erdcentrum, welchen R und R, einschliefsen. 

z und z&, die scheinbaren Zenithdistanzen der Puncte A, und A. 

42 und 42, die wegen der Refraction daran nöthigen Correctionen. 

0 — Jz + Iz, = 180" -u— (2-+2,) die Gesammtwirkung der Refraction. 
r der Radiusvecior, © der Polarwinkel irgend eines Punctes der Curve. 

















Er. 
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’ der Einfallswinkel des Lichts und 4 der Brechungs-Exponent in diesem Puncte. 
k die Refractionsconstante. 
Das Grundgesetz der atmosphärischen Strahlenbrechung wird dann durch die 
Gleichung: 
Zsini — A 
ausgedrückt, wo A eine gewisse Constanie bezeichnet. 
Die Beziehung zwischen 4 und r werde, wie bemerkt, durch die 


Gleichung 
„ = Br' 


festgesetzt, wo B eine weitere Constante bezeichnet. 
Differentiirt man nun die Gleichung: 


sine —= AB.r' 
logarithmisch, so erhält man: 
cotg2.dı — (k-1). 
Verbindet man diese Gleichung mit der für jede Curve bestehenden Relation 
“ — colgi.de, 


indem man r eliminirt, so ergiebt sich: 
dı — (k—1)dı, 
und durch Integration: 
? — (k—1)v-- Const. 
Um die Constante wegzuschaffen, setze man v—=0, wofür 2—z ist, so hat man: 
= (k—1)v-+2. 
Wendet man diese Gleichung auch noch auf den Punct A, an, für 
welchen v—=u und ? = 180 —z ist, so erhält man: 


180— 2, — (k —1)utz 


1850+-u— (2+2,) = 0 
ist, so wird nun die: Refraction durch die Gleichung: 
0 = z+ dzsı— ku 


oder, da 


gefunden. 

Um endlich den auf 4/2 und 2, kommenden Antheil von ku zu be- 
stimmen, benutzen wir, wie bereits erwähnt, die Gleichung der Curve. Die- 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd.L. Heft. I 
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selbe ergiebt sich sogleich aus der oben angeführten Relation 
q: a 
— — colg2.dv, 
wenn man darin den für 2 gefundenen Werth einführt; nämlich wie folgt: 


logr — feoig (2—+(%—1)v).dv + Const. 
Und wenn man die Integration ausführt, und die constante dadurch eliminirt, 
dafs man die Gleichung auf den Punct A anwendet, für welchen »—0 und 
r—=KR ist, so erhält man: 
1 
in(z-+(k —1) v)) AT 
ir 5 Re +(k—1)v) ; 


sinz ’ 





welches nun die Gleichung der Refractionscurve ist. 


Wendet man dieselbe auch auf den Punct A, an, für welchen v» = u 
und r—=R, ist, so ergiebt sich: 


(A) sin —(1- ku) — sin2. 


Zur Abkürzung sei 


142 -=a ud 1-k=n, 
so findet sich: 
a” sinnu 
 A—arcosnu 





tangz = 
Erwägt man weiter, dafs sich aus dem Dreiecke ACA, die Gleichung 


u; 
7, sin (z+42— u) —= sin(z-+ 42) 
finden läfst und dafs hieraus: 

asın u 


ugle ge) = © 1— acosu 





folgt, so gelangt man zu dem folgenden bemerkenswerthen Ausdrucke: 


a”sinnu asın u 
. — arclang . 
— a" cosnu 1— acosu 








Adz = arctang 7 


Ohne auf eine weitere Discussion desselben einzugehen, mag nur er- 
wähnt werden, dafs, da 


immer der kleinste, darin vorkommende Zahlenwerth sein wird, die Ent- 
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wickelung der Correction 42 nach Potenzen von « für den vorliegenden Zweck 
hinreichend ist. 
Setzt man daher zur Abkürzung 











a”sinnu 
A, — arctang 1 — u" cosnu 
so ist: 
dis. n(1+e)”"—!sinnu 
de A— 21-0) cosnu+(l+te)” ’ 
woraus 
=) — 4ncolginuw, 
also 


BIRN 4 ;0 ' 

u), — „colg zu 
folgt. Wollte man die Entwickelung noch um ein Glied weiter fortsetzen, 
so wäre für dasselbe 


d’A, Ri n v 1 
(E), zei 77; cos (45° -- nu) cotg Inu. 


Aus der Mac-Laurin’schen Formel folgt also: 
Iz = 41 —n)u+ to(ncotginu— cotg4u)-- ... 
Das dritte Glied rechter Hand ist, wegen des Factors «® und weil der andere 
Factor mit der ersten Potenz von % beginnen würde, nicht mehr zu be- 
achten nöthig. 
Entwickelt man nun auch noch das zweite Glied nach Potenzen von u, 


bleibt aber bei der ersten derselben stehen, setzt auch wieder die durch « 
und 2 bezeichneten Ausdrücke ein, so findet man: 


42 — }ku-tz'yck(2 — k)). Zu 
oder, da auch 4° im zweiten Gliede keinen merklichen Einflufs haben kann: 


H 
Az = 3kugku.z, 


also auch: 


H 
12, = zku—gku.g: 


Hieraus ergiebt sich, dafs die gewöhnliche Annahme 12, = 42, welche 
wegen Übergehung des Unterschiedes beider Gröfsen gemacht werden mufste, 
eben so eine nahe Folge derjenigen Theorie ist, aus welcher die Formel 
AdAz2—=4ku ihre Begründung erhält, als sie bekanntlich für den normalen 


Zustand der Atmosphäre sich meistens auch practisch bewährt, 
5* 
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11. 

Im X. Buche der Meec. celeste und in dem Traite de Geodesie von 
Puissant findet man Näherungs- Ausdrücke für die Berechnung der Höhe 
terresterischer Objecte. Der Ausdruck von Purssant ist um ein Glied ge- 
nauer, als der von Luplace und wird auch auf anderm Wege gefunden. 
Mit der bisherigen Bezeichnung heifst derselbe: 








a? a’k 
ul colg2 7 2ksinz’ 2Rsinz? 
oder 
H = avgz -- Be cotga? — FE eosocz? 
» SR ' BR v 2R £ 


wo jelzt « die Sehne 2Rsin$w, oder, mit gleichem Grade der Genauigkeit, 
auch den zugehörigen Bogen Au bezeichnet. 

Den richtigen Näherungswerth von Z] findet man aber am bequemsten 
auf folgende Weise. 

Es ist bekanntlich ganz strenge: 
cos (3—4(1—k)u) 


— 2Rsin tu. 
ER == RER EN sin(3—4(2—k)u) 





Um diesen Ausdruck nach Potenzen von u zu entwickeln. seize man zur 








Abkürzung: 
cos(3—4(1 —k)u) 
sin(3—4(2—k)u) ” 
so ist 
AU (A—h)coszu+ cos (s—3(1—h)u)cos(3—4(?— k)u) 
du 2sin(2—4(2—k)u)’ - 
also: 
TU ’ 
wi — 44.001823? — 1 kcosec2’. 
du 0 u, gr 
Eben so erhält man: 
(25 — 4(—1-+2(2 — A)’ cosec2°)cotg 2 
du” /o . BAER : m 


Die hieraus sich ergebende Entwickelung multiplieire man noch mit der von 
sin}@, so ergiebt sich, mit Berücksichtigung der Glieder dritter Ordnung, 


und nachdem man In statt % gesetzt hat, die Gleichung 





H — acotgz + —{4- cotgz?’—4kcosecz 


? 1—3 + (2 —k)'cosecz’}cotgz. 


a? 
R 


Das letztere Glied ist hier meistens verschwindend klein, und den beiden 
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ersten läfst sich folgende Form geben: 


2 ‚? 4 2]; Ä 
H = acolgz-+ SR - F cotg 2° — Ey cosec 2”. 


Hier drückt nun das erste Glied rechter Hand die aus dem rechtwink- 
ligen Dreiecke mittels der scheinbaren Zenithdistanz berechnete Höhe und 
das zweite Glied die sogenannte Erhöhung des scheinbaren Horizonts aus. 
Das dritte Glied rührt von der convergirenden Richtung der Verticalen R 
und A, her; das vierte endlich ist die Correclion wegen der Strahlenbrechune. 


Aus Vergleichung dieser Formel mit der oben angeführten von Puissant, 
zeigt sich, dafs die letztere nur die Hälfte des dritten Gliedes, und daher 
die Glieder erster Ordnung nicht vollständig enthält. Ich erwähne dieses 
Umstandes. weil die Formel in die Lehrbücher der Geodäsie übergegangen 
ist und dabei der Einflufs der Convergenz der Verlicalen, wohl deswegen. 
weil nur die Hälfte seines Werthes in der Formel vorkam, als unter allen 
Umständen sehr klein, meistens ganz aufser Acht gelassen wurde. Dafs aber 
dieser Einflufs, insbesondere bei beträchllichem Höhenwinkel, keinesweges 
immer vernachlässigt werden dürfe und leicht den sonst überall berücksich- 
tigten Betrag der Refraction erreichen könne, erhellet wie folgt. 

acolg x)” 
2. ns 
höhung des scheinbaren Horizonts gleich, wenn 


Das Glie 





kommt, was auch « sein möge, sogar der Er- 


tangz—=y2 oder z=54'44' 
ist, und es erreicht die Gröfse des Einflusses der Refraction, wenn 
csz—y4k ode 2=7517 (für k — 0,1306) 
ist. Es beträgt noch den fünften Theil derselben, wenn 
z — 83'237 





ist. u. Ss. W. 


Wenn die aus dem rechtwinkligen Dreiecke berechnete und noch die 
Refraction berücksichtigende Höhe «cotgz bereits gegeben ist, so kann man 
die richtige Höhe mit allen Correctionen, obne erst die Zenithdistanz berechnen 
zu müssen, unmittelbar aus der obigen Näherungsformel finden, wenn man 


ihr die Form 


1 —k 2 1 2 —k 6} 
H = ucolgz — 55 + Sp (acolg2)’ 





giebt. 
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Dieser Ausdruck dürfte für Höhenberechnungen überhaupt bequemer 
sein als die strenge Formel, obgleich diese letztere die Höhe durch ein Pro- 
duct darstellt. 

Setzt man nänilich: 

I—h n 2—h _ 
ee u en 
so Ist: 
H = acotgz- Aa’ + u(acotgz)', 
wobei für die gewöhnlichen Mittelwerthe (und für Metermaafs): 
k—= 0,14, log R = 6,8041294, 
also 
log = — 7,1706609, logu = — 6,8356465 
st. 

Um zu sehen, welche Unterschiede diese Formel gegen die genauere 
in einem bestimmten Falle giebt, möge folgendes Beispiel betrachtet werden. 

D’Aubuisson beobachtete die Höhe des Monte Greyorio in der 
Schweiz und fand: 

a—=5880",4, 237347 35". 
Berechnet man nun H zuerst nach der strengen Formel, so ergiebt sich: 
u —= 3 10",416, 
also: 
z— 411 —k)u=173 46 31'121; 3—4(2 — k)u=73' 44 55",914 


und 


— 1711”,392. 


Nach der Näherungsformel ist Folgendes die ganze Rechnung: 














log«a—= 3,7694069 

logcotgz = 9,4632412 
3.2326481 ER acotgz = 1708,630 

log(ucotg2)' = 6,4652962 

log u = —6.8356465 
0,65296497 —1 ... ulacolgz) = 0,426 

log« —= 17,5388138 

log —= —7,1706609 
0,3681529 or ka’ — 2,334 





H == 1711”,390 


Der Unterschied beider Resultate ist also völlig unbedeutend. 
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Das von der Convergenz der Verticalen herrührende Glied ist hier 
+0,458 und der Einflufs der Refraction — 0,412. Man sieht also, dafs in 
dem vorliegenden Falle das erste Glied das zweite noch übertrifft und darum 
seine Berücksichtigung mindestens eben so gerechtfertigt zu sein scheint, als 
die des letztern Gliedes. Gleichwohl wird es häufig ganz weggelassen. 


II. 


Um für den Inhalt eines kleinen sphärischen Dreiecks einen Näherungs- 
Ausdruck zu finden, der bis auf Gröfsen vierter Ordnung einschliefslich genau 
ist, geht man am einfachsten von der bekannten Formel von Z’Huilier aus. 

welche 


tang ik = Y(tang *TF+° Te gang® ande —tang PT tang —ı 2) 








ist und worin «, 5, c die Seiten des auf der Kugel vom Radius r liegen- 
den sphärischen Dreiecks bezeichnen, dessen sphärischer Excefs E ist. Setzt 
man nun 


a+b+te _ a—b-+ec RR 
a 0 Ar —y 


EB, zersteng 











und entwickelt jede Tangente unter dem Wurzelzeichen nach der Formel 
tangze = c-+4r 
in eine Reihe, so erhält man: 


tang4 E —= Ylaßyd).y[A+Fa) 1 +4P) (1 +47)(1+40)]. 
Und da 


2 2 2 2 b? 2 
aa a 





und 





Y(aßyd) = a 


ist, wo 7 den Inhalt des aus den Seiten «, 5, c construirten ebenen Dreiecks 
bezeichnet, so ergiebt sich: 


4r’tang4 E = aylı+ a). 
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Setzt man endlich linker Hand E statt A4tang4E und entwickelt die Quadrat- 
wurzel. so erhält man für den verlangten Ausdruck: 


ıg a +b’-+c? 
r E Zn 414 a ): 





Auf etwas umständlichere Weise findet man diese Gleichung, von Pro- 
fessor Buzengeiger entwickelt. im VI. Bande der Zeitschrift von Lindenau 
und Bohnenberger. 


Brünn. den 14. November 1853. 
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3. 


Über eine merkwürdige Formel in der Theorie der 
elliptischen Transcendenten, und eine Ableitung 
des Kundamentaltheorems. 


(Von Herrn Dr. Richelot, prof. ord. an der Universität zu Königsberg in Preufsen.) 





An mehreren Stellen hat Jacobi einzelne elliptische Functionen in 
Partialbrüche zerlegt und auf die sehr grofse Wichtigkeit dieser Entwickelungen 
für die ganze Theorie jener Funclionen die Aufmerksamkeit der Geometer 
hingelenkt. In der That kann man von der Definition der unendlichen Pro- 
ducte, wie sie im ($. 61.) der „Fundamenta” definirt sind, ausgehend, mittels 
der Zerlegung ihrer Verhältnisse und der Producte von ihren Verhältnissen 
in Partialbrüche, nicht nur die Fundamental-Eigenschaften der elliptischen 
Transcendenten und Functionen auf eine sehr leichte und evidente Weise 
finden, sondern dieselben auch bis in ihre tiefern Beziehungen verfolgen, und 
namentlich ihre Entwickelung in Reihen. welche nach den Sinussen und 
Cosinussen der Vielfachen fortschreiten, wie sie in den Anwendungen der 
Theorie auf mechanische Probleme gebraucht werden, daraus ableiten. Ich 
habe diesen Weg in einer meiner Vorlesungen verfolgt, deren Bekanntmachung 
vielleicht nicht ohne Nutzen sein dürfte. Wenn dieselbe aber überhaupt er- 
folgen sollte, so darf Dies doch nicht früher geschehen, als bis die nach dem 
Tode Jacobt's beschlossene Edition seiner gröfsesten Vorlesung über elliptische 
Transcendenten, worin seine Princeipien und Methoden in dieser Theorie ent- 
halten sind, ausgeführt sein wird. 

In dieser letztern hat der grofse Meister auch seine Prineipien in Bezug 
auf die Zerlegung solcher Brüche„ deren Zähler und Nenner Producte der 
33 Functionen sind, in Partialbrüche angegeben, ohne die zahlreichen Folge- 
rungen, welche daraus fliefsen, weiter zu entwickeln. Nun habe ich seit län- 
gerer Zeit diese Untersuchungen weiter verfolgt, und unter andern eine Formel 
gefunden, deren überraschende Allgemeinheit und Einfachheit auf das Interesse 
der Mathematiker einen solchen Anspruch zu haben scheint, dafs ich sie nicht 
länger zurückhalten mag. 
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$. 1. 


Ich bezeichne durch „x diejenige Function von x, welche in der an- 
seführten Stelle der Fundamente durch 





2 r 
H- . 
(1—y)1—4) Ei Bug, ©, 7 
auszudrücken ist. d.h. ich setze: 
+\ 


I - ; 7 7 ‘ } / ‘ . | Ss 
pr — 2gtsinae(1—2g c0os22 gg) 1—2g’cos2r-g) .-- 


Sind nun 2,, 23, --. %,, Yıs Yas +++ Y„ sonst beliebige n Gröfsen, 
nur von der Art, dafs die n letzten unter einander verschieden sind, und 
setzt man der Kürze wegen 


YX— x). pr — X,) ..o. g(X— X.) Ir 
PER —Y,)-PIR—Y,) -»- PlR—Yn) > 





so dafs man auch die Formel: 


wi DX, 
PYı-PYz *-- PYn 





hat, so findet man durch Zerlegung dieses Bruchs in Partialbrüche, und nach- 
heriger geeigneter Summation der letztern, folgende Formel: 








1 n Er falalıı SE EZ 
ID = 
(NN | pYyk 
in welcher der Kürze wegen 
4= Yı- 78.272 en. en, Aa u 2 


gesetzl ist, durch den Punct über dem Multiplicationszeichen /I angezeigt werden 
soll, dafs der Factor («= — y;) im Nenner des betreffenden Products aus- 
zulassen sei, und das Summenzeichen seine gewöhnliche Bedeutung hat, wonach 


1.) =ifr, — fer tfot..- fr, ist. 


Aus dieser wichtigen Gleichung (1.) lassen sich schon die zahlreichsten 
Folgerungen ziehen und die brauchbarsten Entwickelungen bei den Anwen- 
dungen der elliptischen Functionen machen, weil in ihr die sämmtlichen Reihen- 


Entwickelungen obengenannter Art concentrirt sind. Deshalb habe ich auch 
einen meiner ausgezeichnetesten Schüler, den Herrn Dr. Dumas, auf solche 
Entwickelungen aufmerksam gemacht, als er sich mit der Anwendung der 
elliptischen Transcendenten auf verschiedene mechanische Probleme, in der 
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Art wie Jacobi das Problem der Rotation eines Körpers um seinen Schwer- 
punct behandelt hat, beschäftigte. Es ist ihm gelungen, jene Gleichung auf 
selbständige Weise zu finden, und er hat sie in seiner schönen Abhandlung 
über die Bewegung des Raumpendels mit Berücksichtigung des Kıin- 
flusses der Umdrehung der Erde um ihre Axe, welche in ganz Kurzem 
publieirt werden wird. zu den interessantesten Anwendungen benutzt. 


In dem Falle, welcher oben ausgeschlossen wurde, dafs die Gröfsen 


Ns Ya 222. y, 
nicht alle unter sich verschieden sind. kann man nach der in solchen Fällen 
üblichen Methode verfahren, indem man diese Gröfsen zuerst nur um unendlich 
wenig von einander verschieden annimmt, und nachher zur Grenze der Gleich- 


* 


heit übergeht. 
Wenn z. B. die Gröfsen 
Yıs Ya» rt Yn» 
unter einander gleich werden sollen, so kann man 
2) yı=Yy, n=Yy+ts -.: Y,=y+(m—1): 
setzen und diese Werthe in demjenigen Theil der Summe auf der rechten 


Seite der Gleichung (1.) substituiren, welcher sich auf diese m ersten Werthe 
erstreckt, also in dem Ausdrucke 





(yx—AJ) 
pYı 





9 


4 m R p 
3. —— I* IIy, 
( ) pA , Yk 
und dann die Grenze dieses Ausdrucks 


 - ply'+(k—1)e—4) 
—_ ki II k-- Wr P\. 
Br OD) ran 
für &=0 suchen. Setzt man diesen Grenzwerth an Stelle des Ausdrucks (3.) 


in der obigen Gleichung (1.), und in ihren übrigen Theilen: 





Yyızy:..=%, —y', 
so erhält man wieder eine richtige Gleichung. In dieser letztern kann man 
mit einer zweiten Gruppe von Werthen 


a Ba: E RE 
Ym+1ı = Ym+2 ++ —Ymnm —=Y 


eben so verfahren, und auf solche Weise fortfahren, bis alle a Werthe 


Yın Yas *** Yn 
erschöpft sind. 
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Die Anwendung dieser Methode auf die Gleichung (1.) giebt, wenn man 
sie geschickt ausführt, folgendes äufserst einfache und elegante Theorem: 





„Das Product /0 = rn == . ist mit dem Aggregat 
1 . 3 2 ..» S n 
! n! 


YUV Sk “h _L g(yM+h—4A) 
pd 7 A) p(y®+h) ir 


übereinstimmend; wo rn’ die Anzahl der Gruppen von gleichen Gröfsen 





n 


ist, deren Werthe respective y', y”, ... y" sind, und wobei ich mich 
des Zeichens 


IFA], 


für den Coöfficienten von 4” in der Entwickelung der Function #'% nach 


n 


aufsteigenden ganzen Potenzen von A und der Bezeichnung 


Ylr— 2) — 1). -PlEe—E)._ Hr 
p (X u.” ‘ p(x—y;) er. PX — Yn) 
bediene. Man kann auch kürzer sich so ausdrücken, dafs das Summen- 





zeichen sich nur auf die untereinander verschiedenen Werthe unter den 
(röfsen 
m : ri a 


beziehen soll, so dafs man unter dieser Voraussetzung die Gleichung 





| —_ $9 als. 1m Path 4) 
ch ya [My Eu ee ER 


erhält.” 
Um Dies zu beweisen, setze ich der Kürze wegen den Werth des Ausdrucks 


ee Oele yo..de- 
nach der Substitution der Werthe (2.), für &=0, 

— P,„r, 
und erhalte dann, wenn ich die in (2.) angegebenen Substlitutionen in den 
oben bezeichneten Theil der Summe einführe, dessen Werth für &=0, wel- 


chen ich durch Y’ bezeichne, nemlich: 





3 
‘m3® . ’ 





L! 2108 1 Zr kDr—P.(y t(k—N)e) 
Du De EN r 
r — (Lim. für e=0) od 7 Gr mar mar en—IgOym—i ? 


oder was, wie man sieht, Dasselbe ist 


mu 1 1 1 Zr (1 mm (m—2). (mA) P(y'-+(k—1)e) 
1.2...(m—1) 94 (gO)"—1 7 








u Er En  erPür t 


wenn man rechls den Grenzwerth für &= 0 nimmt. 
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Der unter dem Summenzeichen stehende Grenz-Ausdruck ist aber der 
Differentialquotient der Function Py’ nach y’, und man erhält daher den ein- 


fachen Ausdruck: 
1 ! 
Y' pd4 (gOyr-1 [Po + h)],n-ı . 


Setzt man endlich den aus (5.) hervorgehenden Werth von 
Pıyv' ih) — 'O ml gm IT (v1) p(y'+h—-4) 
Ve EEE 
in diese Formel, so ergiebt sich die viel einfachere: 
fe» go RE Y(y +h—4) 
: Pie p4 Le: h) p(y'-+h) »# 
Eben so erhält man aus der zweiten Gruppe gleicher Werthe, mil 
analoger Bezeichnung: 
BR pV 7 p(y"+h—4) 
Rn yA Ed; Ehe $(y"+h) k 
u. s. w.. so dafs sich endlich durch Substitution dieser Ausdrücke in die aus 
der Bezeichnung sich ergebende Gleichung 
I = f'+Fr"...+fYF" 
die obige Formel (4.) findet. 
Wenn gleich die Ableitung, deren ich mich hier bedient habe. sehr 
einfach und elementar ist, so wird doch ihr Zusammenhang mit etwas allge- 














meineren Betrachtungen nicht überflüssig sein. 
Zu dem Ende bemerke ich, dafs sie die einfache Folge aus folgendem. 
auch bei vielen andern Gelegenheiten nützlichen Theorem ist. 

Wenn fx eine sonst beliebige, aber nach ganzen positiven Poten- 
zen von 2 — a entwickelbare Function von x ist, und gx eine andere, 
nach solchen Potenzen von x entwickelbare Function bedeutet, welche den 
Factor x, und zwar nur einmal enthält. so ist der Werth des Ausdrucks 





fy, -- fr: - ei 
PN —N)- pr, u AR .. p(y, —Ym) P(ytI)- Pr —Y,) 2 p(9.—Y}) 
Ze IYm 





P(Ym—Yı)-P(Ym—J2) + P(Ym—Ym-ı) 
für den Fall, dafs man 
y=y, y=y+s a Ym=y+(m—1): 
setzt und die Grenze für e&=0 nimmt: 


_ ffr+h 
2) = len 
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Der Beweis dieses Theorems, welches in dem Falle, dafs fx eine 
sanze rationale Function von 2, und px = .r ist, wohl zuerst von Lagrange 
(Memoires de l’academie de Berlin 1792 — 93 p. 256) mutatis mutandis aus- 
gesprochen ist, folgt auf leichte Art aus der einfachen Bemerkung, dafs man 
diese Functionen, weil sie in convergirende Reihen genannter Art entwickelbar 
sind. als ganze Functionen ansehen kann. 

\Man betrachte nämlich das Aggregat der Partialbrüche des Ausdrucks 

g'0 mr 
Sr vers - P(X— Ym)’ 


welcher von den Nennern e—yı, £—Y:, ... 2—y,„ abhangt, in doppelter 





Beziehung, sowohl wenn die Gröfsen Yı, Ya,» --- Y„ noch untereinander ver- 
schieden sind, als auch wenn sie alle der Gröfse y gleich gesetzt werden. 
Setzt man, der bessern Bezeichnung wegen, für den Augenblick 
pe —= zy'0.ver, 


so dafs w0=1 ist, so wird das genannte Aggregat im ersten Fall: 








3 fr N 
S, — | i a 
( ) f 1) da Ip(y, —y,)(Yı I): N —Ymn) U, r 
ar fym BE 
 PlYym—Yı)-(Ym— Ya)». (Ym—Ym-ı) L—Ym)’ 


und im zweiten Fall. weil der obige Bruch die Form 


fx 
(P'O)”" (a —y)”" (w (2 y))” 





annimmt: 
Gera 1 fr Zul 1 ME 1 
(yh)” lampe (ph)” I. (a — y) ya—t (wh)” Iym-ı 2 —Yy 
Dieser Ausdruck ist aber zdentisch mit folgendem: 


N — fyh 2 1 BE { In\ım fy+h i 1 














Setzt man nun in den beiden, für den Fall dafs man die Substitution (2.) 
in (8.) einführt und die Grenze für &—=0 nimmt, einander gleichen Aus- 
drücken (8. u. 9.) die Coöfficienten von x”! in ihren Entwickelungen nach 
fallenden Potenzen von x einander gleich, so hat man das vorstebende Theorem. 

Setzt man hierin 

fe = Iv.p(2— Yarı)---P(E—Yn) 
so erfüllt diese Function, eben so wie die Function yx, welche oben definirt 
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wurde, die vorgeschriebenen Bedingungen des Theorems, und die wiederholte 
gehörige Anwendung des letztern führt dann ebenfalls auf die Gleichung (4.). 


$. 11. 

Unter den unzähligen Anwendungen der Gleichung (A.) erlaube ich 
mir nur eine der einfachsten hier hervorzuheben und auszuführen; aber ge- 
rade diejenige, wodurch ihre grofse Bedeutung in der ganzen Theorie der 
elliptischen Functionen von selbst Jedem in die Augen fallen wird. Ich meine. 
dafs die äufserst einfache Ableitung der Grund-Eigenschaften der elliptischen 
Transcendenten, und namentlich des Fundamentaltheorems aus ihr, es zugleich 
erklärlich macht, weshalb sie auch in den übrigen Theilen dieser Theorie 
eine wichtige Rolle spielt. 

In der That: geht man von der obigen Definition der Function px 
als unendliches Product aus, so folgen das Fundamentaltheorem, so wie die 
Hauptgrundformeln der Functionen 99 für zwei Argumente, aus dem ein- 
fachen Falle der Gleichung (4.), wenn nur zwei, und einander gleiche Werthe 
y, und y, darin stehen. 

Um jedoch nicht später den Gang der Rechnung zu unterbrechen. 
werde ich aus dem, nur in etwas anderer Form geschriebenen Ausdruck 
für x, nämlich: 

gr — 2Aysinz, PAi— gFeiyı— gez), 
wobei ich mich des Zeichens 


Pi) Te man fd. 
bediene, folgende vier Grundformen dieser Funclion, so wie sie Jacob2 ein- 
geführt und bezeichnet hat, ableiten. Es folgen nämlich daraus die Formeln: 


| yz — yisinae.IT(1— 24°" cos2.r 4-4“), 
hetitnn — 2yicose.I1(1--24”cos2r +4"), 
er» | plae-tilg) = —igie“. IT1— 24" cos2r + 4"). 
pycrtInt tlg) = — gie”. IT1-+ 2" cos2r +47"), 


wo 2—y-—-1 ist und /y den natürlichen Logariihmus der Gröfse 4 bedeutet. 
Setzt man nun ferner: 


9,2 — yx.II1—g"), 

2 = p(a+4n) IA”), 

32 = ie" plc tilg).IT1—g*), 
F,X Pa gie p(c-+4n- 3). IIA— y). 
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so ergeben sich aus den obigen Definitionen folgende bekannte Grundformeln: 
Fr, 

—ig sed, 

gie®d;z. 


(er 4n) 
(11.) (+ 42lg) 
I91@4 32-2219) 
Setzt man in der Gleichung (4.) 


Nr — PEZ)PR—R) 
(Pr —y) ; 
und für &,. 2,, Y, respective die drei Ausdrücke 


+, y+t2. y+4lWl, 


so geht dieselbe nach leichten, aus den Formeln (11.) abzuleitenden Re- 
ductionen in folgende über: 
’ ”(y+tr)9ly+R;) 
12. ı\, 1 ı\, 2 
20 1 a ne a ee ni, f 
— 909(-t.) Ft R 


woraus alle folgenden Formeln folgen. 


I 











Setzt man nämlich zuerst in dieser Gleichung 1, —=r, mn =k—r 
und nimmt auf beiden Seiten den Coöfficienten von A’ in der Entwickelung 


nach aufsteigenden Potenzen von k, so erhält man, mit Benutzung der ana- 
logen Bezeichnung: 


ee Tee | 
h' 
ke 








(Hy)? OO IYyHh 
Kehrt man hier die Reihenfolge der Entwickelungen um, so erhält man die 
Formel 
Iran _ _[IRe—h Be 
(Fy)’ Bi (3 0)’ Fy+h) ne 


oder endlich, nach Ausführung der angedeuteten Operation und nach leichter 
Reduction, folgende: 














1° u'y 
Flyer) (3.0)? 2. "x u ”y : 
Er NET 


« 7 - Fr ® » ® .. . 
Seizt man Er für —-, wie es Jacobi eingeführt hat, so geht die 
Jr ne 


vorige Gleichung in 


”(yta)9(y —r) Bass: ' _ 





über. 
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In derselben der Reihe nach für x, 
z—=0, sehn, relhnthly 


gesetzt, ergeben sich die drei wichtigen Formeln: 
FILE y) 7 Ei 
1) I = -EintEy, 
= -Eurtip4 Ey 


Aus denselben folgen dadurch, dafs man die erste zu jeder der beiden 
letztern addirt, die beiden folgenden Gleichungen: 


EICHE = won 
EHE = won 


Ohne (was Be: keine Schwierigkeit macht) die einzelnen drei 
Werthe E'0, E’'4n, E’(4n--4:lg) selbst zu bestimmen, kann man durch 
Einsetzung des besondern Werths y=0, die Gleichungen in folgende um- 


formen: 
DIN = 
u, 
(55) 82) + =; 
wodurch die bekannten lineären Relationen wine den Quadraten der drei 


Functionen 
a m 


Substituirt man die Werthe von E’y und E’x, welche sich aus der 
Gleichung (14.) ergeben, in die Formel (13.), so erhält man folgende Grund- 
formeln für die Functionen 9, und 4: 


HAIE gg — SLY le 
y 





























gefunden sind. 











(Fer) 
und wenn man y--4ily statt y setzt: 
FyrIsy— N _ 4 _(9ır 
(16.) GH 1-5) 2) 
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Ferner substituire man in der Gleichung (12.) für x, und x, die 
beiden Werthe 
z und #»uy—e. 
Dann erhält man, nach leichter Reduction, die Formel 


I t)Iy—a)anarn [Ha —hI le +NI(r+h) 
En 90.30 — | rar; |, 


oder, nach Bestimmung des Entwickelungscoöfficienten: 


| (Gr Zu 
Fly) —R). gQ! m 6 92) F,x 


Setzt man hierin zuerst y=x, und Rt ei so erhält man, 
da 4,n=0 ist, auch 

















dr 


x 
dx 


wenn darin 2==4r geselzt wird. Setzt man daher in derselben Gleichung (17.) 
r—4n, so erhält man die sehr wichtige Gleichung 
Gy 


18 a 0.90 By 4, 
(13.) dy 9,0.9,0 dy dy’ 


= 0), 








’ TIME. ' ) 
welche den Differentialquotienten der Function = als ein Product der beiden 


U,Y 
Ör 

Wenn man endlich die beiden Seiten der Gleichung (17.) durch die 
respectiven Glieder der Gleichung (16.) dividirt, nachdem man in jener rechts 


die Differentialquotienten: 


x ä 3” ’ 
Functionen und - und einer Constante darstellt. 





Ur 4 
Fr 9 
es” dy ° 


Fr dr d,y I,Y 
Br’ Br’ ya, Musge- 








mittels der Formel (18.) durch die Functionen 


drückt hat, so gelangt man zu der Formel 
G VALLE zu, yA,y 
0.0 9(yt2) __ Uy dr dr Br By dy 
30.90 Hlıytz) (52) (2 ’ . 











welche das gesuchte Additionstheorem für die Function 3 in sich schliefst 
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und auf folgende Art in die, in den „Fundamenten” ($. 18.) zuerst gegebene 
Form übergeht. 

Die Gleichungen (15. u. 18.), verbunden mit der Natur der Function 
+,y gestatten. dafs man: 








a Tuh sin am . 
0 Ir ar 1» 
ar ah'x 
9,042 n 
0 »,x 2h'r 
II .IE — 4m” 
‚Vor In 
4,0 3,080 24 ö. 
satz ’ _—:_ — ı/k 3 I r { « 
setzt. wenn Fo yk und 3090 n angenommen wird. Substituirt man 


diese Ausdrücke in die Gleichung, so geht dieselbe unmittelbar in die erste 
Formel des ($.18.) der „Fundamente” über. 

Die Idee, aus den Eigenschaften der Functionen 93 zu dem Additions- 
theorem der elliptischen Functionen zu gelangen, ist bekanntlich auch zuerst 
von Jacobi aufgestellt, und zwar aus den Reihen-Entwickelungen der einzelnen 
vier Functionen selbst, durch die einfachsten Betrachtungen abgeleitet worden. 
In der Folge haben verschiedene Mathematiker diesen Weg zur Begründung 
der Theorie benutzt; doch glaube ich, dafs die Herleitung jenes Fundamental- 
Iheorems aus der Gleichung (4.). oder einer ihr ähnlichen, bisher nicht ge- 
macht ist, und bemerke nur noch, dafs ich mich jeder nähern und weitern 
Ausführung enthalten habe, da mein Zweck hier nur war, zu zeigen. wie 
im beinahe einfachsten Fall der Gleichung (5.) dies wichtige Theorem ent- 
halten ist. 


Königsberg, im August 1854. 
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4. 


Über die Bewegung des Raumpendels mit Rücksicht 
auf die Rotation der Erde. 


(Von Herrn W. Dumas, Schulamts-Candidaten, früher Mitglied des mathematisch- 
physicalischen Seminars zu Königsberg in Preufsen.) 





Vorwort. 

Nachdem die Theorie der Pendelschwingungen von den ausgezeich- 
netsten Analysten nach allen Seiten hin gründlich untersucht zu sein schien, 
war es elwas Überraschendes, als im Jahre 1851 Foucault bei seinen Pendel- 
versuchen eine Störung des Pendels durch die Drehung der Erde nachwies, 
deren Einflufs auf die Bewegung schwerer Körper an der Erd-Oberfläche früher 
gar nicht etwa übersehen worden war. Schon @aufs und Poisson haben die 
Gleichungen der Bewegung materieller Puncte, mit Rücksicht auf die Drehung 
und Gestalt der Erde, entwickelt, und insbesondere hat Porsson in seinen 
darauf sich beziehenden Abhandlungen im 16. Bande des Journals der poly- 
technischen Schule „über die Bewegung der Projectile in der Luft, mit Rück- 
sicht auf die Bewegung der Erde” nicht vergessen, dabei des Pendeis zu 
gedenken. Er weiset nach, dafs die Länge des einfachen Secundenpendels 
nicht geändert wird, und sagt dann in Bezug auf die Drehung der Schwingungs- 
Ebene „dafs die Kraft, welche auf das Pendel normal zu dieser Ebene wirkt, 
zu klein sei, um es merklich aus derselben abzulenken und irgend einen 
abschätzbaren Einflufs auf die Bewegung zu haben.” Es war daher von 
grofsem Interesse, den von Foucault experimental nachgewiesenen Einflufs 
aus der analylischen Mechanik abzuleiten; was auch in der That sogleich 
nach der Entdeckung des Phänomens durch mehrere Mathematiker geschahe: 
zuerst durch Binet in den Comptes rendus vom 10. Febr. 1851, aber nur 
für Aleine Schwingungen. Später erschien in den Schriften der Danziger 
nalurforschenden Gesellschaft, 5. Bd. 1. Heft, 1853, eine auf diesen Gegen- 
stand bezügliche Abhandlung von Hansen in Gotha, in welcher der berühmte 
Verfasser das in Rede stehende Erperiment Foucaul/s in demselben Sinne, 


jedoch nach allen Beziehungen, die dabei von Einflufs sein können, vollständig 
behandelt. 
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Dafs ich demungeachtet meine hier folgende Abhandlung der Bekannt- 
machung werth erachte, liegt einerseits darin, dafs sie lange vor dem Erscheinen 
der vorhin gedachten Arbeit entstanden und ehe mir letztere zu Gesicht kam 
gegenwärtig nur durch wenige Zusätze verändert worden ist; andererseits 
aber würde ich auch nach der Kenntnifsnahme von jener schönen Abhandlung. 
die meinige gar nicht modificirt haben, da mein Zweck von dem jener völlig 
verschieden ist. 

Denn, von der Ansicht, die durch die Resultate aller bekannt gewor- 
denen Beobachtungen bestätigt worden ist, ausgehend, dafs das Experiment 
kaum das einfache Sinus- Gesetz mit erträglicher Sicherheit darzustellen ver- 
mag, eine genaue Beobachtung der gesetzmäfsigen Abweichungen von demsel- 
ben aber unmöglich zu sein scheint; habe ich gar nicht sowohl nach möglichst 
vollständiger Berücksichtigung aller bei den Schwingungen wirklicher physischer 
Pendel vorkommenden Umstände gestrebti, sondern im Gegentheil mich auf 
das mathematische Raumpendel beschränkt, und an diesem die Wirkung der 
durch die Rotation modifieirten irdischen Schwere in ihrem ganzen Umfange 
nachzuweisen gesucht. Ich habe dabei also keine Rücksicht auf die Störungen 
genommen, welche die physischen Pendel durch den Widerstand der Atmosphäre 
einerseits, und durch die den idealen Voraussetzungen nicht entsprechende 
Aufhängung andererseits erleiden; um so mehr, als insbesondere die ersteren 
nach keinen sichern Prineipien sich schätzen lassen. Ich babe mich dagegen 
nicht auf die Betrachtung der kleinen Schwingungen allein beschränkt, wie es 
in allen genannten Arbeiten geschieht, sondern die Theorie der Variation der 
Constanten auf beliebig grofse Schwingungen angewendet und erst aus den 
allgemeinen Formeln die speciellen Fälle des ebenen Pendels, und eines solchen 
mit kleinen Excursionen, abgeleitet. 

Dies ist eine Art der Behandlung des Problems, die Lagrange noch 
nicht ausführen konnte, da er in der „Mecanique analytique” die Aufgabe des 
Raumpendels, eben so wie verwandte, schwierigere Aufgaben, die Rotation 
eines festen Körpers um einen Punct betreffend, nur auf elliptische Integrale 
zurückzuführen und dann mit einem Näherungsverfahren sich begnügen 
mufste. Er hinierliefs den Nachfolgern die Aufgabe, auf welche die Weiter- 
führung der erwähnten Probleme beruht: durch Umkehrung der Integrale und 
Betrachtung der daraus entspringenden Functionen die Integralrechnung zu 
vervollkommnen. Daher sind es denn die berühmten Urheber der Theorie 
der elliptischen Functionen, Jacobi und Adel, denen die analytische Mechanik 
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ihre weitere Ausbildung verdankt; und insbesondere ist es der erste, der nach 
Abeis so frühem Tode die Entwickelung der elliptischen Functionen in Reihen, 
welche wegen ihrer sehr starken CGonvergenz endlichen Ausdrücken fast 
sleichstehen,. zu seinem unvergänglichen Denkmale sich gesetzt hat. Noch 
aber hat diese Theorie nicht so vielfache Anwendung in der analytischen 
Mechanik gefunden, wie sie einst deren fähig sein dürfte, wenn die Hinder- 
nisse, welche sie noch auf eine ziemlich geringe Anzahl von Problemen be- 
schränken, überwunden sein werden. 


Zuerst hat ein Beispiel solcher Anwendungen SoAnke in Königsbery 
in einer Dissertation, ein der Theorie der Störungen angehöriges Problen: 
hetreffend „Die Bewegung der Himmelskörper im widerstehenden Mittel” ge- 
veben (Crelle's Journ. Bd. 10. 1833), wo er die für die Variationen der 
Constanten der elliptischen Bahnen gefundenen Ausdrücke in Reihen nach 
Sinus und Cosinus der Vielfachen der Zeit mittels der elliptischen Functionen 
entwickelt, und dadurch zu ihrer Integration gelang. Ein Jahr später hat 
Rueb die berühmte Aufgabe der Rotation eines festen Körpers, auf welchen 
keine äufseren Kräfte wirken (die von Legendre schon auf elliptische Inte- 
orale zurückgeführt worden war) zum Gegenstande einer Abhandlung ge- 
macht, in der es ihm gelingt, durch Umkehrung der Integrale die drei Win- 
kel. auf deren Bestimmung es ankommt, und eben so drei von den neun 
Coöfficienten, welche das im Körper feste Haupt-Axensystem auf ein im Raum 
festes System beziehen „ als explieite Functionen der Zert auszudrücken, 
während ihm eine ähnliche Behandlung der übrigen sechs Coöfficienten noch auf 
unausführbare Rechnungen zu führen schein. Nach ARueb hat wieder ein 
Königsberger Mathematiker, Durege, auf Richelots Veranlassung, in einer 
noch ungedruckten Abhandlung, die Aufgabe des Raumpendels von dem Lu- 
grangeschen Standpuncte aus, bis auf einen ähnlichen Punct, wie Aueb die 
vorige Aufgabe, gebracht, da auch er nicht die Coordinaten des das Pendel 
bildenden Punctes als Functionen der Zest ausgedrückt hat. Eben so wenig 
ist Dies in einer gleichzeitigen Abhandlung von G@udermann (Crelle's Journ. 
Bd. 38.) über denselben Gegenstand geschehen. 


Das erste Beispiel einer vollständigen Behandlung hat daher wieder 
Jacobi selbst gegeben, indem er in seiner letzien Abhandlung über die Ro- 
tation (Crelle’s Journ. 39.) die seit der Mitte des vorigen Jahrhunderts von 
den berühmtesten Geometern diesem Gegenstande gewidmeten Untersuchungen 
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zu einem endlichen Abschlusse gebracht hat, der jeden Gedanken an eine 
fernere Vervollkommnung abschneidet. 

Durch die wiederholten Vorträge Richelots über die Theorie der ellip- 
tischen Functionen, die Dynamik und die Variation der Constanten wurde nun 
ich in den Stand gesetzt, einige an die erwähnten Arbeiten sich anschlie- 
fsende Aufgaben abzuhandeln. Nachdem Ztichelot in einem Falle der Rotation 
mit Wirkung äufserer Kräfte, dem sogenannten Lugrangeschen Falle, eine 
ähnliche Form der Lösung erkannt hatte, wie sie Jacob? für die Rotation 
ohne äufsere Kräfte gefunden hatte, veranlafste er zuerst mich zu der Be- 
handlung dieses Problems; welche ich darauf auf einen ähnlichen Grad der 
Vollständigkeit zu bringen suchte. Später nahm ich, wieder auf meines ver- 
ehrten Lehrers Richelot Anregung, aus dem allgemeinen Interesse, welches 
die Foucaultsche Entdeckung erregt hatte, Anlafs, mit Hülfe der Theorie 
der elliptischen Functionen die Variation der Constanten auf das Raumpendel 
anzuwenden; was in gleicher Weise mit dem genannten Layrangeschen Pro- 
blem hätte geschehen können, von welchem das sphärische Pendel nur ein 
specieller Fall ist, und welches nur den Umfang der Rechnungen, nicht die 
mathematischen Schwierigkeiten vermehrt hätte. 

So entstand die vorliegende Abhandlung, die ihren Werth, wenn sie 
irgend einen solchen hat, nur darin sucht, dafs sie die Nützlichkeit der ellip- 
tischen Functionen auch für Anwendungen auf Mechanik an einem neuen 
Beispiele zeigt. 
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I. 

Poisson stellt a. a. O. die dynamischen Differentialgleichungen der Be- 
wegung eines schweren Puncts auf einer beliebigen, mit der Oberfläche der 
Erde fest verbundenen Fläche auf. Bezieht man diese Bewegung auf ein 
rechtwinkliges Axensystem 2, y, 2, dessen Anfangspunct in dem festen Auf- 
hängepuncte des Pendels, dessen z-Axe vertical nach unten, die y-Axe hori- 
zontal nach Norden, die x-Axe horizontal nach Westen gerichtet ist, und 
bezeichnet durch » die Winkelgeschwindigkeit der Erde um ihre Axe, durch / 
die Breite des Beobachtungs-Ortes (nördlich positiv, südlich negativ), durch d/ 
das Element der Zee, durch Z die Gleichung der gegebenen Fläche und 
durch 4 endlich einen unbestimmten Coöfficienten: so sind die von Poisson 
angegebenen Differentialgleichungen folgende: 


ME ai oL i dy „ dz 
ER oL x dx 
(1.) Fr Re + ?n.sind- 


es Ihe .„ oL dx 
de? —= yrkz + 2m.cosß- Zr 


Im vorliegenden Falle des Pendels kann man, wenn r die Länge desselben ist: 


L= ("+y-+.P —r, 


DL OL oL 278 
also statt T; >» Du BR beziehlich =, 2, — setzen; wo dann A den Druck 





angiebt, den der feste Aufhängepunct zu erleiden hat. 


Bei der Ableitung dieser Gleichungen sind alle Glieder, die den Factor n’ 
haben, vernachlässigt. Dennoch läfst sich ihre Integration nicht auf Quadra- 
turen zurückführen, sondern die Aufgabe nur durch Näherungsmethoden lösen, 
wobei man, wenn n eine kleine Gröfse erster Ordnung ist, auch nur Glieder 


von dieser Ordnung wird behalten dürfen. Man kann daher die in 2 multi- 
plicirten Glieder 


r dy dz 
—2n(sin 8-4 005877) — U,, 


(2) (+2n sinp-& AR; 


dx 
? Ana 
-2n cosß 7 


| 
_ 
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als störende Kräfte ansehen und ihre Wirkung mittels Variation der Con- 
stanten des einfachen Pendels bestimmen, dessen Bewegungsgleichungen 


d’x u ha 
dt? rY P) 
d 7 BEN. 
‘ —_- _ 
(3 ) di? rY B 
@ d’z " 
Mi de 4 7 3 I 


sind. Um die bekannten Integralgleichungen dieses Systems mit denjenigen 
Constanten zu finden, welche zur Variation am geeignetsten sind, werde ich 
sie auf die von Hamilton und Jacobi gezeigte Art ableiten; mit Benutzung 
des folgenden von Jacobi aufgestellten Theorems ($. Richelot „Über Rota- 
tion etc.” in den Abhandlungen d. Berl. Akad. v. J. 1850): 


Sind die n Bewegungsgleichungen eines freien Systems materieller 
Puncte, mit den Coordinaten &, y, 2, £,, Yıs 21, etc. folgende: 











x AA . Be. 082 
rn or ox ’ 


| 








d’y oaU, 02 
dt? g oy T oy ’ 








d’z oU, 02 
ment 








1 


® dt’ 

& 

° dz, _. OU, 82 
mE, ae 


so dafs m, zn,, etc. die Massen der resp. Puncte, U die Kräftefunction 
und 2 die Störungsfunction bezeichnen, und ist V eine vollständige 
Lösung der partiellen Differentialgleichung 


7, | 3) T 5) + | ek 


(wo die Summe auf alle Puncte des Systems auszudehnen ist), mit den 
n —1 willkürlichen Constanten 





O1» 03% ... On—19 
während 
Pi» Pr; ... Pa-i; T 
beliebige neue Constanten bezeichnen, so sind nicht nur 


EM or ; A oV _ 
3 —hı re .- 3 Pas a, tr 
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die endlichen Integralgleichungen des ungestörten Problems, dessen Diffe- 
rentialgleichungen aus den obigen dadurch folgen, dafs man £2=0 setzt, 
mit den 2r willkürlichen Constanten: 


Gy Opy re. Anz B, 


Pı> Pr> 5 Pn-ı3 T, 


sondern es haben diese Constanten auch die Eigenschaft, dafs sie, als 


Variabeln in das gestörte Problem eingeführt, folgende Differentialglei- 
chungen geben: 























de, A: 02 de, fe 02 00%,.—ı BA 8 Ah Ar 082 

en BR...» 5 Zu 2 en 

AB: Ve 3,3 A d 0982 

M  .- > Be er 
11. 


Wenn keine Störungsfunction, sondern, wie in dem vorliegenden Falle, 


nur en a U, U,, etc. existiren, so tritt an die Stelle von 
oy | ö X ; 
U die Größe Un —+U, + + — U,, in welcher für « eine der obigen 
617; h ’ 00 ‘ 
2n Gonstanten zu setzen ist. 
Wenn aufserdem die Coordinaten Bedingungsgleichungen genügen 
müssen, so hat man neue Variabeln 5, 5,, &, ... einzuführen, welche die- 


selben 2dentisch erfüllen, solche in die Gröfse 


nn) Hat)! 








' ' in 1 d 
zu setzen, durch partielle Differentiation derselben nach Er, rn, ete. die 
Gleichungen 

ar...» 
a 
- 
oV_ 
Be; — 
E* ) 
eic. 


u bilden, und mittels dieser, welche in Bezug auf die Differentialquotienten 


T etc. lineär sind, die letztern aus dem Ausdrucke von 7' zu eliminiren. 


Dann wird die Gleichung 


T— U—-h=0 








EN, Re 0 EEE 
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zu einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades 
in Bezug auf die neuen Variabeln 5, 5,, ete.; mit denselben ausgezeichneten 
Eigenschaften, wie die oben angegebene Differentialgleichung. 


IM. 
In vorliegendem Falle des Pendels sind die Variabeln, welche die 
Statt findende Bedingungsgleichung 


ze HYyy zz —rr — (0 


identisch erfüllen, die Polarcoordinaten 


C = rsingysiny, 
(4.) y== rc0sg siny, 
z = rcosy; 


wo y der kleinste Winkel zwischen dem Pendel und der positiven halben 
Axe der 2, p der Winkel zwischen der Projection des Pendels auf die Hori- 
zontale und der positiven halben Axe der y ist; von dieser zur positiven 
x-Axe bis 360° und darüber hinaus gezählt. Setzt man demgemäfs in den 
Ausdruck von T: 


dx 


m; reoswsing- 4 VL psinweosg-F 7 

dy __ dıy dp 
er = 7COSYCOSp- —TENYSNY 1’ 
BR 3}: 2 dıy 

7 dd . 


so ergiebt sich 
Tr) tv} 


und hieraus, durch Differentiation nach den Differentialquotienten: 


oV _ „dy 
LM 7 
oV dp 
E72 — r’ sin” w. Pr 


Da aufserdem die Kräftefunction 
U — 92 —= gr cosw 


ist, so erhält man die partielle Differentialgleichung 


2r? = (2) Harz )) — greosy—h == U. 
Sg + 
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Um dieselbe zu integriren kann man 


7 
— — const. — { 
op 





selzen, und findet dann durch Auflösung nach ne 


oV ,./r(h+grcosw).2r”sin a a 
— + / 2 " 
ow | sin’ 





mithin wird 





— +f" dy y (er gr cos). N, 


sin“ ıy 


oder, wenn man 3 wieder slatt rcosy einführt: 


= Ip Ff rd var) —z)—E ). 


e—n® 





Für die untere Grenze des Integrals kann man eine Function der 


Constanten A und ! setzen; also unter andern eine Wurzel der Gleichung 


2(h- - 92) FR )—l—=N(, 


die bekanntlich stets drei reelle Wurzeln hat. Bezeichnet man selbige der 


(röfse nach durch 
7 WRORDR 2 "ERBER . TER EEn, Eee 2 


so liegen « und 5 zwischen +1 und —1, ce zwischen —1I und —x; und 
da für Werthe von x, die aufserhalb des Intervalls r« bis rd liegen, die 
Wurzelgröfse in V imaginär wird, so ist es dies Intervall, in welchem 2 
von einer Grenze zur andern oseillirt. Die Wurzel ra ist diejenige, die für 
die untere Grenze des Integrals in VY angenommen werden soll. Differentiirt 
man dann die Function V nach den Constanten A und /, so erhält man für 
die Integralgleichungen der Differentialgleichungen des Raumpendels nach Ein- 


führung zweier neuen Constanten 4, und , folgende: 








’oV rdz 

(- a V(2(gz+ A)(r Am, u? li 
D4) LABR rd = 

ar 9E) Verne 


Es ist klar, dafs die Constanten 


by... FO... 
ein System gleichzeitiger Werthe der Variabeln 


er wT 
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sind. Eben so ist die mechanische Bedeutung der Constanten 4 und / er- 
sichtlich; nämlich, dafs % zum Satze von der Erhaltung der lebendigen Kraft, 
! zu dem KHlächensatze in Bezug auf die horizontale Ebene gehört, und 


zwar so, dafs 
dı\? Bw, (day EU HERR 
ax (# aa - Rh 
| dx 2 u 
um 
ist, wo A und Z durch den Anfangszustand des Pendels bestimmt sind. 


Führt man nun die Constanten A, /, f,. g, als Variablen in das ge- 
störte Problem ein, so sind zufolge des oben citirten Theorems die umge- 


formten Differentialgleichungen folgende: 





a1. -WIAHU HUF, 
ru HU HU HU, 
a - 10 —4 0} 0,4 U; =, 
a U--U tut 


oder, wenn man für U,, U,, U, ihre oben angegebenen Werthe substituirt 
und zur Abkürzung 








TEE ne At. ©... 
(6a.) Br ei dt Oi dt’ 
Un — dr 0x de 
wo a 
setzt, wo 2 eine beliebige von den vier Constanten bedeutet: 
dh _ _(2nsin BU; + 2ncosß UL}, 
nd — +{2nsinp UL? +2ncosg UF}, 
(6 6.) a 
= + {2nsinß Up” +2ncosß UF}, 
—. — — 2nsin$Ur+2ncosp UN. 


In diesen Gleichungen müssen die Gröfsen rechts als Functionen der Zeit 
und der Constanten ausgedrückt werden, welche letztere dann zum Zweck 
einer näherungsweisen Integration als wirkliche Constanten angesehen werden. 
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Da die Gröfse 4, nur additiv mit 2 verbunden vorkommt, so ist U, identisch 
sleich O, d.h. es gilt auch für das gestörte Problem der Satz von der Er- 
haltung der Kraft; wie es in der That aus dem blofsen Anblick der ursprüng- 
lichen Diflerentialgleichungen erhelle. Um die drei andern Gröfsen Ü, in der 
verlangten Form zu finden, mufs man zunächst aus den Integralgleichungen 
(5.) des ungestörten Pendels die Coordinaten =, y, x als Functionen der Zesf 
ausdrücken. wozu die Theorie der elliptischen Functionen bekanntlich die 
Mittel gewährt. 
Aus der Natur der algebraischen Gleichungen folgt: 

(Ta) 2gzs+h—z)—l = 2y(ra— 2)(z —rb)(2— rec), 
welches eine identische Gleichung ist, wenn man a, db, ec als Functionen von 
h und { ausgedrückt sich vorstell. Setzt man demnach <= Fr hinein, so 
ergiebt sich: 


— = —2gr'.(1—a) (1—b)(1—ec), 
—=+2gr.(1+a)1+b)(1+e); 

woraus durch Elimination von 7? zwischen den Wurzeln «a, 5, c die Relation 
(7.ce.) 0—= 1-+ab-+ac-+be 


folgt. Die Gröfse 7 selbst kann positiv und negativ sein; je nach dem An- 


(7 b.) 


fangs-Impulse. Daher mufs man 
be ! EN u i - 

(7 d.) Yagr) + Y(4— a) 1—b)1— e))—= Fyl— (I+a)(1+d)(1+c)) 
setzen, und es soll in der Folge stets von doppelten Zeichen das untere auf 
den Fall 2>0, das obere auf den Fall 2<<ZO bezogen werden. Nach der 
Bedeutung von Z ist es klar, dafs der erstere Fall bei links drehender Bewe- 
sung der Projection des Pendels, der zweite bei rechts drehender Statt findet. 

Setzt man nun mit Lagrunge (Mecan. anal.): 








2 — racos’o-+rbsin’o, 
so erhält man 
rı—z — r(a—b)sin’o, 
z—rb —= r(a—b)cos’o, 
a—b .»_| 
3 — rc = r(a—c)1— sin’o\, 
Gt 
dz —= —?r(a—b).sinocosodo, 
und wegen der Gleichung (7.): 
)/ı» h\ f a2 re 4 2 ‘ 2 2 9 2 a—b . 2 
(geh) 2) = 2yr'.(a— b)’(a— c)sin’acos'o|1— —, sin’ o 


























Fe 
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und da o—=0 statt z=ra it werden nach (5 «.): 
-/16: 
fo g ir en, a 
YL-Gep) sine] 


wo e= +1 unabhängig von dich Zeichen von / sein soll. 





“ . a-—b' 
Nun ist, wegen der angenommenen Reihenfolge der Wurzeln, ( ) 
u 7 





stets ein echter positiver Bruch, mithin die Wurzelgröfse niemals —0, und 
&e stets entweder +1 oder —1. Man setze e—=--1, d.h. o zugleich mit / 
wachsend. Setzt man dann zur Abkürzung: 





yız9 u —=m, yı- u, Yo — Y1—-#)=xz, m(t—i)=u, 
so ist nach der von Jacob: (in den Fund. novis etc.) eingeführten Bezeich- 
nungsweise: 
o—=am(u,z), oder kürzer o=amu, 
und daher 


| 


z r(acos’amu--bsin’am u) 
(8 .«.) 


— r/a— (a —b)sin’amu!}. 
Ferner ist: 





argamırı (modzx) = rä — —=Kk, 
0 





x" sin“) 
377 dp an; 
argam4rı (mod x’) — /f oo = K, 
. yv(i—x"sin’p) 
mithin ist 
a 
om 


die constante Zeei, in welcher z von einem Maximum zn bis zu dem nächsten 
Minimum rd sinkt, oder umgekehrt; d. h. 4T ist die der Dauer einer 
Schwingung hin und her des ebenen Pendels entsprechende Zeit. 

Die zweite Integralgleichung (5 «a.) giebt, wenn man d# statt dz einführt: 


t/ı I 1 ! 
1dı 0 4 a kn.) 
u Pu R- “| r+2 4 r—z dt 


und, wenn man u statt z und £ me so ergiebt sich: 























l 
u 
9 = = She = Fat N... A 
un ® 
7 2 sin? am 1+ (4 )sin amu 
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Diese Integrale gehören zu den von Legendre sogenannten Integralen 
mit eörculairem Parameter. Setzt man, mit Einführung zweier neuer Con- 


stanlten. 4. &: 








a—b >» 0 > ” . " 

— — z’sin’am(ÄA--:a,). 
1-+u 
a—h Y . n . 

_ — z’sin’am?2a,, 
1—ua vr 


(wo 2—=y-—1 ist), so sind «@, und a, reell, und man kann, da nur die Qua- 
drate ihrer elliptischen Functionen bestimmt sind, annehmen, dafs erstlich beide 
zwischen +K’ ... — K’ liegen und zweitens mit Z in den Zeichen über- 
einstimmen. 

Unter diesen Voraussetzungen hat man dann, wenn der bequemern 
Schreib- Art wegen sinam, cosam, Jam mit den von @udermann ein- 
oeführten Zeichen sn, en, dn vertauscht werden: 









































a 2  a—ct FRE FREE Fer, 
sn (A-+:4)=+ Y7-..: = +)3 Ta 
90) Imn(Ktia)+i Rei ETAGE 
Re SE er } 1+a ° . / nt 
> u 1+b i 
K-+:a)=+ Y——— „= day 
dn (A -—- 2a, | ae: dn 2a, +; 
folglich erhält man: 
| v—(Ai+a)i+b)(i+e)) _ 1, K-+ia, dnK-+ia, 
"mlita vla—c)(1+u) ' snK-ia, ; 
{ . -y((1 —a)(1 —b)(l1 — e)) ER en’a, dnia, 
Zr m(i— u) y(ia—ce)(l1 — a) snea, 
und 
ienK-tia, dnK-+ia, ion ia, dnia, 
snA-+ia, Ä snia, 
u Kia r RE a | ut, 
— x"sn’ Kia, sn’u 1 — x" sn’ia, sn’ u 


Nach der von Jacob? in der oben erwähnten Abhandlung ( Crelle's 
Journ. Bd. 39.) gegebenen Tafel für die Reduction der Integrale dritter Gattung 
auf die Functionen Ou und Hu, erhält man aus der letzten Gleichung: 











PETE (210g HKria, ‚, @log Hia,) + 4, „(Errötie, De 
oa, Ä oa, X Ju+ K—ia, Ou—ia, 


also, wenn man zur Abkürzung: 











Er a ar TEE 
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BZ j2log HAhde olog H (ia, )) 
! da, da, 
ars = u+K-ia)9(u-+ia,)) 
(10.) et ae En erRL og 


setzt, so wird 
y—y=u.b-+w. 
Der Winkel w ist perzodisch, indem er für u... 2K +u...4K- u eic. 
stets denselben Werth annimmt, und für v=0...K...2K... etc. verschwindet. 
Aus den Gleichungen (8. und 10.) ergiebt sich mit Rücksicht hierauf 


= folgende Tafel zusammengehörender Werthe: 
s an Be — La Bee A . art zuue. 
| ie Ar ie. BR RR 
(11.) weite... At 2P BE 
Ban Pr aa. FE ’ rb er 
| = mp pt PK... +2PK...g+3bK... 


Der constante Winkel PK, den die Projection des Pendels beschreibt, während 
dieses selbst von seiner höchsten Stellung zu der tiefsten, oder umgekehrt, über- 
geht, liegt steis zwischen den Grenzen 
+4n und Fan, 
deren erste dem gewöhnlichen, die zweite dem herumschwingenden ebenen Pendel 
zukommt (oder, wenn man nicht eine unendlich grofse Anfangsgeschwindigkeit 
ausschliefst, dem in beliebig geneigter Ebene umschwingenden Pendel). 
Aus der zweiten Gleichung (10.) folgt, wenn 
N = yl9(u+ K-+:a,) O(u-:a,)0(u+ K—ia,)O (u — ia,)\ 
gesetzt wird: 
(12.) 2N cosw 9(u-- K-+ia,) 9(u-+ia)+ O(u+K—ia,) O(u —ia,), 
2Nisinw = O(u+ K-+:a,) O(u-+ia)— O(u+K —ia,) O(u —ia,). 


Aber es ist: 


\ 





F 1+cosy—=1- = (1-+a){1— zsn’(K-+ ia,)sn’ u). 
Ü 1— cosy —= 1-——— (1—.a) {1 — =’ sn’2a,sn’ u}, 


folglich (nach Fund. pag. 175): 
14+cosw — (14a): 9 a ae 


90 9l(u+ia,)Olu —iu,) 
O’u Qria, j 
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1—cosy = (1—a)- 
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und wenn man erwägt, dafs 


r A; a—c (a —e)& 
9°(K-+ia)  O*’K-+ia,)sn’(K+tia) H’(K-+ia,)’ 











1—a Er a—c ah (a—e)x 

Oria,  —Ofia,sn’ia, —Hia,”’ 
. 2 Zi. , a ’ dHu 5. 
während 2#.0°0— H'0* ist (wenn man mit #’0 den Werth von | für 


#—( bezeichnet), so erhält man: 
H'0’O (u+K-+ia) 9(u+K—ia,) 





1--cosy — (4a— ec) 





| uH’(K-+ia,) 
(13 a.) a, 
es — ta 0. Hu Hin) in). 
—cosy — (4—c)- — Q*uH?ia, ’ 


woraus durch Multiplication 


; H'0°.NN 
(4—c) — Q*u H’(K-+ia,) H’ia, 





sin’ y — 


| ei RETTEN 
folgt; oder, da sinw—>0, N >0, H(K--:a)>0, — Ha, S0 ist (cor- 
respondirend mit dem Zeichen von !): 


TN.H'0° 


(156) siny = (a—e) gr )Hia Gin 





Diese Gleichung durch Multiplication mit (12.) verbunden, giebt, wenn 
man a—c zur Abkürzung durch 4 bezeichnet: 


TiHOH'0 (Ou+K+ia) Olu+ia,) 




















mon — KT oe On 
, Hu+K—ia) u Fa 
14.) u u 
an . . £H0H0 9lu+K-tia) Olu-+ia,) 
UFER et ee ae 
= Bin Ein) Seh. 
Qu u 


Diese Formeln geben die Coordinaten in Bezug auf ein mit der Ge- 
schwindigkeit ?m um die-verticale z-Axe rotirendes Axensystem. Multi- 
plieirt man sie erstlich mit resp. rcos(bu--g,) und rsin(bu--Y,), zweitens 
mit — rsin(Du--g,) und +rcos(Pu--g,) und addirt jedesmal, so ergeben 
sich für die Coordinaten 2, y, wenn man noch von den trigonometrischen 
zu den exponentiellen Functionen übergeht, folgende Wertihe: 
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PUCH ® Ze leitete, u+K-+ia,) 9(u-tia,) 
—H(K-+ia,)Hia, 2 Qu? 
_ e-i(Dutpo), 9(u+K—ia, ei 
ä u? I» 
vr OL feicrurgo, Out Erin) Out ia,) 
-A(K-+ia,)Hia, 2 ou? 
E (15 da.) | 1 grilButg), u-+K—ia, )I (u — ia,)) 
is | ad a 
4 In ähnlicher Form erhält man z durch Addition aus den Gleichun- 
T gen (13 a.), nämlich: 
2 RN, \u+K-+ia,) 9(u+K—ia,)H'0* , Olu-Fia,) 9 (n—ia,) H'0?) 
'- A Ou* H’(K-+ia,) u H’ia, Fe 
| > Es möge nun folgende Bezeichnung angewendet werden: 
4 &u+v) H'O 
e. Qu Ho ee; 
a Dann gehen die obigen Ausdrücke in folgende über: 
5 g g n 


x —= Fri-4.[etPt9). Pu, K--:a,) P(u, ia,) 
-- e-’tPu+9,) v P(u, K en :a,)P(u, vr 2Q,)}, 





y ai Fri. fette). Pu, K--:a,) P(u, ia,) 

’ (155) — ei#+9).P(u, K— ia) P(u, —ia,)}, 
© z—=  ri.4-.{P(u, K--ia) P(u, K—:ia)—P (u, :a,) P(u, — ia,)}. 
3 An dieselben schliefst sich noch die ebenfalls aus (13 «.) folgende 
4 identische ng 

’ ir 4-{P(u, K-+ia,) P(u, K— ia,)-+ P(u, ia,) P(u, — ia,)\. 
. Eliminirt man mittels dieser Gleichung den Factor A aus den übrigen, oder 
c setzt man statt A seinen Werth in . und a,. nämlich: 











2 
(16.) aA Zoe *2, ee 7 EI: 
a—c + 0—c sn’(K-+ia,) sn’ia, 








e so erfüllen die gefundenen Coordinatenformeln, unabhängig von den Werthen 
der 7 Constanten Yu, P, @,, @;, %, f,, m, identisch die Bedingungsgleichung 
ze +yy+23 —rr = 

IV. 


ee ne 
zu EEE 
B ig inte 0: 
iur nt gr ke ar Te RT et hie 
BEL Pen. ER ER sc 2. A 2 SEA 
RES, Ba FENDER TER, 


Durch die Function Pu, v), deren Producte zu zweien hier die Coor- 
dinaten bestimmen, hat Jacobi in der oben erwähnten Abhandlung die 9 Trans- 
formationscoefficienten zwischen dem festen und dem beweglichen Axensystem 

NM) %“ 
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bei der Rotation ausgedrückt. Doch kommt sie dort nur löneär vor, und Jacob: 
siebt deshalb nicht die Entwickelung von Producten mehrerer solcher Functionen 
mit einem gleichen Argument w, auf welche es Aser oflenbar ankommen wird. 
Es soll daher zunächst gezeigt werden, wie sich ein solches Product durch 
die einfache Function und ihre Differentialquotienten nach % ausdrücken lasse, 
indem man dabei von einer Formel ausgeht, die sich mit Hülfe der bekannten 
Theorie der Zerlegung in Partialbrüche aus der (Fund. $.52. pag. 145) 
segebenen Productenzerfällung der Funclion © ergiebt. Sie ist folgende: 
(17.) Out )Olutr,)... Outer) 
Ku+w,) Hu+w,)... Hu+ w,) 
„Olu+w+SvY— Su) Ho—w)Hw,—w).. Hiın—w) , 
Br: lu+w,) H(Sv— Sw) H(w,— w,) ... H(wn—w,)’ 


die Summe so genommen, dafs man der Reihe nach », mit v,, v;, mit v,,... vo, 








mit vo, und eben so w, mit w@,. w;, mit >. ... ww, mit ww, cyclisch vertauscht. 
Sv und Si bedeuten resp. 9, ++ +++», und ww +, -+- +. w,. Voraus- 
vesetzt ist, dafs in dem Nenner links keine gleichen Factoren vorkommen, 
und dafs 4/Sv — Sw) nicht gleich O sei. 


Drückt man alle © durch P aus, so geht die Formel in die folgende über: 
(18.) P(u+w,v, —w) Pu+w,%» —w)...Pu-+w,,v.—w,) 


u nu H(v, — w)Hliwd,—w,)... Hlv„—w,) 
en xD er n Zr: 2 i 1 Ba 73 i 
= ZP(u w, Sp — Sw) H(v — w,) H(v, — w,) ... H(v„— w,) 
H'O.H'O... H'O 
H (w, —w,) H(w,—w,) ... H({w» — w,) 





x 





Diese Formel bleibt richtig, auch wenn man die w sämmtlich ver- 
schwinden lälst. Man setze daher links z»,=w,==etc. —=0 und eben das rechts 
in den Ausdrücken Se— Sw und H{v, -—w).H(w— m)... H{v, — w,). 
welche in allen Gliedern der Summe dieselben sind, und nehme dann rechts 
die Grenze. Dies giebt: 

(19) Pfu,v,)P(u,v,)... P(w,v,) 
H(v, —w,) H(v,— w,).... H(vn —w,) 
Hv,.Hv,... Hon 
x H'0.H'0... H'O ] 
H(w, —w,) H(w, — w,)... H{w»— w,)J für w= w., 
Zur Abkürzung setze man nun: 


oP(u,Sv) _ p' 


— Lim. | &P(w ww, Nv)- 








ze un —=(. 


0°’P(u, Sv) 
ou? 








P(u,Sv)—=P, — P",.ete. 


ou 
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Lim. {H(v, + w) How)... H({v„+w)\.-. = IT, 
Lim. Kl v+w) H(v,+w).. An — I, 
owh wu 
wH'O wHA'O 
R wH') . En. ze or 5 ö 
Lim. n Gay nun iR _ ltr au Lim. zur.) Zuge 99 Mandy 


so dafs also folgende Entwickelungen Statt finden: 


P' ut, So)—P1- wP'42. wPp"- m wP"- L... 


(2V.) Hv-w)H(v—w)... H(v,—w) — N Wil} sw IT-—wII"+... 
Ho 4 | RETTEN ) 
\ a w U, + 1 — u ] J1 w Ur m rw‘ U; übe 4 


In der letzten von diesen Reihen kann man auch die ungeraden Glieder weg- 
lassen, da offenbar alle « mit ungeraden Indices verschwinden; und für «, 
kann man 1 setzen. 


Substituirt man dann diese Reihen in die Seite der Gleichung (19.) 
rechts, so erhält man aus dem ersten Gliede der Summe einen Ausdruck der 
zum Nenner das Product 


(Ur — w,)(W; — w,)... (WW, — w,) 


hat, und in allen andern Gliedern ähnliche Nenner. Da aber die Summe für 
w, = w, — etc. — 0 endlich bleiben mufs, so müssen nothwendig bei der 
Entwickelung der Zähler nach Potenzen der » alle Glieder mit kleinern Di- 
mensionen als der (a —1)'“” in der Summe identisch sich aufheben; und da 
diejenigen mit höhern Dimensionen mit verschwindenden w ebenfalls ver- 
schwinden, so hat man nur die Glieder von der (a —1)'"" Dimension in den 
Zählern zu berücksichtigen. Man erhält demnach, wenn man durch 


If: 7], 


den Coefficienten der 4" Potenz von x in der Entwickelung nach steigenden 
ganzen Potenzen der Function fx bezeichnet: 
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P(u, v,)P(u,v.)... P(u,v,) 


2 1 
'P+ wP' +72" + ete.4 } 


Pi CEAER Zum; 5; } 
< wT7 tar ® I, m —etc., 


YEREL. 
xy1 TaıM ‚(w—w, tan (u w)'t--) 
1 


SL + 21 U, (v0, ug w'+zrk, (w—w, )’+ = 


\ etc. etc. wi 
(w, — w,)(w, —Ww,) ».- (Wan — W,) 








.UR 2... Ww” 


n 





für «++. +r=n—l. 


Das Zeichen Lim. ist weggelassen, weil die Summe, als eine rationale, 
symmetrische, homogene Function 0‘ Grades von den »=, die zum Nenner 


die alternirende Function vom niedrigsten Grade hat, diese auch im Zähler 


als Factor haben, und mithin von den w ganz unabhängig sein mufs. 


Ent- 


wiekelt man die Seite rechts für n=1, 2,3, 4, 5, so findet sich, wenn 


man für den Augenblick zur Abkürzung 














Er 2/ 
1% 
en | SZ . 
P,.=P 71 I 
ZI: 2 Ri 
ee Er EEE; 
! m 
P, = P"_3ZP" +37 P+ 7 P, 
eic. elc. 
seizi: 
' Pu, v,) — Pi, 
> . »/ .\ de Dr w | 
P(u,v,)P(uv) = P,.2 rt 
P(u,v,)...P(u,v;)= 4 P.2 wi; 
v . 1) a. 3) a) 
nr +. P.ZUzE 
ae - (w, —w)(w,—w,) )’ 


1; 
Um, — vw, )(w, —w,)(w,—w ) 


+4u,.P, zelZ w)t: de 3. eh & 





P(u,v,)...P(u,r,)= +P.2 





—u,)...(w, —W,) 
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4 


Pu,o)...Piuo)— HPı.2 | w; 


en. een 











2 \w; 1, — + +(w, — w,)®) 
; (21.) T 22 aD. En, LS —%,)...(W, — w,) 
14). P ae) | — ww) + +lw — w,)’(w, — w,)* 
ı \z02/ +2 0° s — %,)..:(W, — Ww,) 


(w, -w)+ + —w)‘ 
+ Fri. Py.} (w, —w,)(w, —w,) 


Die Summen sind sämmtlich Binomialcoöfficienten. Setzt man ihre 
Zahlenwerthe ein, so ergiebt sich 





\ 


# Pu,v,) Pos 
Pu,v,) P(u,v,) TE „Y 
22) Pu,v,)...Puv)= 4P-4wm- Pr}, 
Pu,v,)...Puwv,)=— 4P—iuw- Pt, 
Pa,v)...Puw)— Pitt tP-34+[dm)- en IURTREIN 9 


Um das Gesetz dieser Reihen deutlicher sichtbar zu machen. setze 
ich noch die nächsten beiden her: 


P(u, v,) P(uw, v,)... P(u, v,) 


1 1 6.5 2 
= - Pte) B-GzGe+r-Z)R, 


P(u, v,)P(u, v,)... P(u, v-) 


we 
aa smPe+t: 4u>: zn P.+@% 2 (au u) + -t° )P.+ 


7.6.5 0 
rl 2.5 (da) 127g ht rt ” gr) Bi. 


Im Folgenden werden nur die Producte bis zu 5 Factoren angewandt wer- 
den; daher ist auf die allgemeine Entwickelung hier nicht näher einzugehen 





® nölhig. 
i Setzt man für die Gröfse P,, P, etc. ihre Werthe durch P in die 
7 Gleichungen (22.), so ergiebt sich: 
: + Pu, v) ei P, 
—P(u, v,) P(u, v,) = +P'— P. 


a 
(23.) I 
IT 
I 


IT" 
+P4gr +3w): 


1 ’ 
+Pwv)..Pıav) = zP"—}P'. 
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’ \ \ 1 Z u, ‚II ' II" 
— P(u, UL)... P(u, v,) — amp a 2 "u + P 4 2\7 Au.) 
1 er Il’ 
m 2. 10, 
P-\gr 107 
er) a nn 
| | | A De 1 12 Z 
De ee ee a a2 
1 tar Ir 2 
” Pr y r 157 rt P— y; 7p 0. zu = ya 601; 5u,). 


Diese Formeln erfahren eine kleine Modification, wenn So = 0 ist (allge- 
meiner. wenn Sv—2hK--24:K' ist, was aber in der Anwendung nicht 
9 (u+Sv) H'O 

Qu H(Sv) 
Nach der Taylorschen Reihe wird aber, wenn man bis auf die erste Potenz 
von Ser entwickelt: 


unendlich wird. 





vorkommen wird), indem dann rechts P= 


(Ou+Sv.Qu+-)H'0 41 ” u, A 
Ou.(Sv.H'0-+---) Tau! 


> ungen 








Für Sv = 0 verschwinden alle folgenden Glieder, und es ist demnach in den 


Differentialquotienten von P für diese Function einfach = oder Zu zu setzen. 


Die Coöffieienten von P selbst müssen, weil die Function links endlich bleibt, 
identisch verschwinden: d.h. es müssen, wenn 


Sp = 0 
st. folgende Gleichungen Statt finden: 


Il 





für n =2: 7 =, 
ats _ I: gu, —=0, 
Mrz - Ha —0, 
II" 


- 5:7 +30, 77 41.6042 +5, (0. 


welche Gleichungen mit Ausnahme der ersten, sämmtlich auf dem Additions- 


theoreme der zweiten Gattung elliptischer Integrale beruhen. 


| i , r 1 
In den Gliedern mit dem Factor P hat man hiernach für P nur S- 


zu setzen. Sie nehmen dann die Form $ an und geben sämmtlich endliche, 
im Allgemeinen nicht verschwindende Constanten. Man kann aber ein wenig 
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anders verfahren. Jacobi giebt nämlich a. a. O. eine Entwickelung für die 


Function 
P’u,:ia) F P(u, a), 


aus welcher für das gegenwärtige P die folgende sich findet: 


25. ER ‚Pu, v) 


d 





NA_a%h sıu ‚hnu h oh, v hrıu 
= 4 nr g, \ (1—q°") cos aK +g"d+q? IK S K 


| 
sin (> 1— 2?" cos T on 


K 
az 




















| wo g die kleine Grölse e und e die Basis des natürlichen Logarithmen- 
@ systems bedeutet. Die Reihe convergirt für beliebige Werthe von ®, und für 
solche von #, deren imaginärer Theil zwischen +3K’...—iK’ liegt, diese 
Grenzen selbst ausgeschlossen. 


Setzt man hiernach 


2, r TEE ve ir 
b: W ba SM an ee Ar 
yi RE a Re £. De Br 
en ERBE EN RT 














Br 
P'u,v) — u V(u,v), 

i sin (2 

4 so enthält @ nur periodische Glieder von # und bleibt für v—0 endlich, 
4 nämlich Zu. Also hat man, wenn So —= 0 ist, Q', @" etc. statt P’, P" etc. 
ER st 

f und in den letzten Gliedern statt P selbst — zu selzen. und dann 
2 sin ( 3K 

% die Grenze zu nehmen. Dies Verfahren stimmt allerdings bis jetzt mit dem 
> frühern überein, ist aber besser. sobald noch Differentiationen nach den v 
n nöthig sind; wie es hier der Fall sein wird. 

ä Es sind jetzt noch die Coefficienten der Reihen (23.) näher zu be- 
5 stimmen; also die Gröfsen u, und /7®. Bezeichnet man zu dem Ende, analog 
4 mit #'0, die Werthe von a Eu etc. für u=0 durch 4"’0, H'O etc.. 
® so giebt die Taylorsche Reihe: 








uH0 wH'O 
Yhlraug 1 i = 
ee ei la HH 


BROT. 


und wenn man die Division ausführt: 


a Et 
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Hieraus folgt: 


H'"O 

in = —; ao 
9 (Hron: HYON 
Pi PER MO 


Die weitern Glieder werden nicht gebraucht. Die Gröfsen 40 lassen sich 


leicht durch 


I — — (für u—=0) — i- 


(wo K das ganze Integral zweiter Gattung ist) ausdrücken. Man findet dadurch: 
We Te A (1-+ Te Tr 3Z0, 
ITO0 —= H'0.{14(1-442+4z)— 10142) Z0+15Z'0Z'0}, 


und diese Werthe in die pas AR Fi u gesetzt, geben: 


25 a. 





ii — 2 
2. = PN Bu 
Is, = +3Z0Z20—2(1+x)Z0- 15 (7 +8 - e). 
Um ferner die Gröfsen /T', IT" etc. zu finden, setze man, analog mit 
. i u 
der Bezeichnung von Zu = ——: 

u 

Hu 

Iy —= . 

Hu 


Dann ist, mit Rücksicht auf die Formeln (Fund. p. 174, 7. und p. 164, 4.): 








int N! ‚, enudn« 
Yu jean! 4 u; 206 1. = Zu- EiRENESSSREINEREBEONNED 
Zu /TSR I snu 
% r . z { “er r l 
(27 da.) Yu — Z (u-+iäK') — ZOO — sn? “ 
\ i N ” li 


2enu dn« 
sn’u 





Y'u= Z"(u-ıiK') —— 


Die höhern Differentialquotienten lassen sich natürlich, wie die von Zu, auf 
die beiden ersten reduciren. Differentiirt man weiter, so ergiebt sich: 











dn’« ‚ en’u „ en’udn’« 
Yu — EU De ‚ 2 en 3a 2x. 2 ee 6» 4 
sn?u sn?« sn*tu 
1 Fe 


—= —27-+4(1-47%)- 





—— .——— 


sn’u sn’u 
—= —27+4(14+2)(Z20— Yu) —6(Z0 — Yu) 
Seizt man demnach die (mit <* propertionale) Gröfse 
— 27-4(1+2)20—-6Z0Z0 = , = —?ıu, + H#(1—-# +), 
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75 
so erhält man 
(27 b.) Y'"u= ,—12u.Yu—6YuYu, 

und, weiter differentiirt: 

(27c) Yıu= — 12, Y"ua— 12 YuY"u, 

(27d) Yu = —12u,Y"u— 12 Y'uy'u— 12 YuY"u, etc. 
Nun war: 

IT = Hw-+w).H(w-+w)... How) für w=0. 


Differentiirt man logarithmisch nach w und setzt dann «== 0, so findet sich 


BE Lt I Zach . 
2, RER u NP ANA ae 3 








i I _ H'u |, H'u |, Ho 
% 11 Hv, ' Ho, Heu’ 
B mithin, wenn man die Summe der Werthe der Function —. für u = 
v,0,...v, durch SY®» bezeichnet: 
IT’ —= II.$SYv. 
Durch weiteres Differentiiren ergiebt sich: 
I" — N.SY'v4 IT.SYW, 
IT" —= N.SY"v--2IT.SYv-+ IT'.SY, 
. IT" —= N.SY"v-+3Il.SY"v-+3IT'.SYv-+11".SY, 
© eic. elc., 
a folglich durch allmählige Substitution: 
’ IT’ — II.SY, 
s (28.) IT = N.{SY'’v 4(SWw), 
- IT" — N.{SY" v+-38SY’vSYv-+(SYv)}, 
4 IT“ —= II.{SY"'v+48SY"vSYv-+6SY'v(SY)-+3(SY'v)’-HSYW)}. 
4 Da die Gröfsen Y, Y', Y” etc. bekannt sind, so werden durch die Glei- 
2 chungen (26. und 28.) die Coöfficienten der Gleichungen (23.) vollständig be- 
F: stimmt, und man kann daher jetzt zu ihrer Anwendung auf das sphärische 


Pendel übergehen. 





V 


E Zunächst läfst sich mit Hülfe der zweiten Gleichung (23.), die mit 
; Substitution des Werths von nn aus (28.) in folgende übergeht: 





; (29.) P(u,v,).P(u,v,) = — P' (u, v, 19,)+ (Yv, + Yv,) P(u, v, + d®,) 
5 den Formeln (15.) für die Coordinaten eine elegantere Form geben. Setzt 
f 10 * 
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man in diese Gleichung resp. AÄ--:«a, und 2a, statt vo, und v,, und erwägt, 
dafs dann Yv,-- Yv, nichts anders ist als — 2, so erhält man 


P(u, K-+ia,).P(u,ia,) = — P'(u, K-+-ia, +?a,) —iP.P(u, K--ia, + ia) 
und hieraus durch Verwandlung von ? in — 2: 
Pu, A—ia,).P(u, —ia,) = — P’' (u, K— ta, — ta,)--iD.P(u, K— ta, —ia,). 


Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit e(”“+#), die zweite mit 


nn 


BR br ( © ı( do 
e(Pu+90), so gehen die Seiten rechts in resp. = — jet) Pu, K--ia, + ia,)\ 


a 
) 


(7 trch: w > . 5 \ . 2 
und 2, Zu r+p) Pu, K—ıa, — 2,)} über. Setzt man daher zur Abkürzung: 
O 


30.) pe 3: te ei Pu+-90) ‚Pu, K- ia, 4 ia.) — e-itpu 9), P(u, K—ra —a;)}, 
A ! feit®" po). Pu, Kt sa, --ia,) + eitPutp) Pu, Kia, —ia;)}, 
welches beides reelle Functionen sind, so erhält man, ohne weitere Reductionen, 
für die Coordinaten x, y folgende einfache Ausdrücke: 





08 
2. wu a 

(31 .«.) N OR 
NER ou 


Setzt man ferner in die Gleichung (29.) statt v, und v, resp. A-+2@, + 
und — A— 2a, und nimmt dann die Grenze für &—=0, so hat man den Fall 





Sp» — 0; mithin ist nach der obigen Auseinandersetzung (Q statt P’, und 
st 
a Stall P zu setzen. So ergiebt sich, wenn man noch erwägt, dafs 
sin SR 
3-YiK+ia +) —Y(K —ia,)] 
P(u, K-+ia,).P(u, K— ia,) = 0'(u, 0) — Lim. ven , 
sınsr 
— Z—u Y'(K- ?a,). 
Auf gleiche Weise ergiebt sich: 
P(u,:a,).P(u, —ia) = — Z’u--Y'(ta,), 
folglich nach den letzten Gleichungen (15 5.) ab Addition und Subtraction: 


— 





| 


VE 


I 1 I(Y(K K-! 24) - (1a; I R 
r1.{4(Y' (ia,) — Y(K-+ia,))}, 


(315.) 


| 











BT Bl PER 


Bi: 
N 








>; “ ER 
EENER Zufl " PR. TENInE 
ENDETE NE zu. . PER. EA 
>” BEE an Dr ee ER RE EEE DH GET. 
are ir BEER EEE EN a aa LT EP SE RTEE 0 
N 3 : ER x nach, Ai, 1 N a ale N 
? BER Pe BE N REN EN. ARE TEE EIER 
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welches zwei Gleichungen sind, deren Identität mit resp. (8. und 16.) leicht 
zu sehen ist. 
v1. 
Mit Hülfe der Formel (25.) lassen sich nun diese Ausdrücke leicht 
in Reihen verwandeln. Setzt man: 


ur = (0, +0, 


so dafs also «, und &, zwischen O---£1, o zwischen O--- £2 liegen, und setzt 
dann in die Gleichung (25.) AX-+-:a,--2a, statt v, wodurch 




















rti(K-HioK*) _ zilK+icK‘) ; 
08, = I-Je 2K + Pe 2K ai rn Bei q” ). 
av. 1 He) BE in RE 
sin ag — 3; )e —e =7T >2\4 | / j* 
sich ergiebt,. so erhält man: 
2K 
ur Pu, K-+- 2a, —-i6,) 
h 
" A+q°*) (q73°+43°).cos Fig Peter? io — io) sin 
a 2 191. A 
aan £. hu IH Tedre 


Multiplicirt man diese Reihe mit e(#“+7>, so ist nach (30.) der reelle 
Theil die Function S‘, der ömaginaire ist R, welcher letztere aufserdem aus 
dem ersten durch Differentiation nach g, folgt. Verwandelt man dann noch 
durch eine leichte Reduction die Summe in eine solche von —» bis +x, 
indem man jedes Glied in zwei Partialbrüche zerlegt, und setzt endlich 





me 
=/f; 
so dafs also f eine zwischen de +2 ag: Zahl ist; so ergiebt sich: 
2K 29’ 
a — & hr .cos((2h- -f)e+9), 
(32 a.) aK RE 
Zr N 





—R= IL Ar sin(2A+-fF)e+gp). 
Hier bedeutet z nach den (Fund.) das Argument 5 
Setzt man ferner ve—0 in der Reihe für Q(wu,v) (25.), so erhält 
man die bekannte Entwickelung von Zu: 


h 





(32 5.) 9 .Zu ‚sin2hr. 


mar gr 
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Differentiirt man diese drei Reihen nach , so erhält man nach (31.) endlich 
foleende gesuchte Entwickelungen der Coordinaten: 


2 +» 


—f 














y=+r ( _ ) >. (2 -f)- m -cos((2A--f)x +9). 
8) 7 ee 173 2h+0 ö 

. a\ 5 Be 

” 37) BR ah rn q7 cos2haı 


— 4r1(Y'ia,--Y'(K-+1a,)). 


Mittels bekannter Umformungen finden sich statt dieser Reihen andere 


st K 
- 


\ 


complementäre, die nach Potenzen von J’ =e fortschreiten und die daher 
stärker als die obigen convergiren, wenn x’ den Werth 4 übersteigt. Da 
dieselben zur Anwendung auf das vorliegende Problem nicht nöthig sind, so 
unterlasse ich ihre Ableitung und füge hier nur noch folgende Reihen-Ent- 


wickelungen für die in den Gleichungen (33.) vorkommende Constanten bei: 
f it — 2K 
































f= —i(Y(K+ia,)-+ Y(ia,)) 
| ru L Ta Be 2greı \ 
ala ar a er 1+g?+e | | 
= pe: Yırrte: 9 
L1-1 WI. . sr | 
[* 1 | Bar 7 re A 1—gte | 
2K Rh u 
(=) -(Y'’(@a,) + Y'(K-+a,)) 
, 4gf: dpa dgrte \ 
(34.) j vi = “nr BT er,  d+g+e) 2 er 


Ama: 4q°te: ’ 
2: A 
+ = )* I (1 _ )? + 1— re :)? + | 
A). = (I) Oi) -V(K+ia)) 

bad; Age ar. + un ER 

| (1 +y®)? ) (1 ve (1 +g?ta) 2 

4°: 4’ 4g?te: 
" (1—g%)* 17 


ma + d— gt)? + RN: 


(Die Fortsetzung im nächsten Heft.) 
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Note, die Anwendung eines trigonometrischen 
Satzes betreffend. 


(Von Herrn Dr. M. Ohm, Prof. der Math. an der Universität zu Berlin.) 


Di nachstehende Kleinigkeit hat nur ein pädagogisches Interesse: 
interessant ist es aber, zu sehen, wie ein einziger bekannter Salz die wissens- 
würdigsten und zum weileren Studium der analytischen Geometrie, so wie in 
den Anwendungen der letzteren unentbehrlichsten Sätze, jeden für sich und 
unabhängig von dem andern, ferner die Zusammensetzung und Zerlegung der 
Kräfte, der Kräftenpaare und der Drehungen, etc. ohne alle Rechnung und 
wie mit einem Schlage giebt; zugleich mit der Überzeugung von ihrer Allge- 
meingültigkeit. 

Der fragliche trigonometrische Satz ist der nachstehende 


Hülfssatz. 

I. Wenn n beliebige Puncte im Raume ganz beliebig durch gerade 
Linien mit einander verbunden werden, so aber, dafs eine geschlossene 
Figur A,A,A,...A,A, entsteht, so ist die Summe der Projectionen 
aller Seiten (A,4,. A,A,, A,A,, elc.. zuletzt noch A,A,) auf eine be- 
liebig gegebene Richtung UV, allemal der Null gleich, wenn man nur 
unter Projection irgend einer Seite das Product versteht aus der Länge 
dieser Seite, multiplieirt mit dem Cosinus des (spitzen, rechten oder 
stumpfen) Winkels, welchen die Richtung dieser Seite, wze sie bei der 
Beschreibung des ganzen Umfanges 4,4;4;...A,A, in einem Zuge 
sich ausweiset, mit der Richtung UV (nie mit der entgegesetzten Rich- 
tung VU) bildet. 

Stellt man sich nämlich durch alle Puncte A,, A,, A,,... A,, Ebenen 
senkrecht auf UV vor, so ist das zwischen je zwei nächst auf einander folgen- 
den dieser Ebenen liegende Stück von UV allemal die Projection eines jeden 
der zwischen denselben Ebenen liegenden Stücks des Umfangs der Figur 
4,4.4,... 4,A,, und positiv oder negaliv, je nachdem das gedachte Stück 
des Umfangs die Richtung von der einen Ebene zur andern, oder von der 
andern Ebene zur ersteren hat. Da nun die Figur eine geschlossene sein soll, 
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so liegen zwischen je zwei solchen, nächst auf einander folgenden, auf UV 
senkrechten Ebenen, die Stücken des Umfangs in gerader Anzahl und in 
Richtungen. die genau eben so oft vorwärts als rückwärts gehen: folglich 
heben sich diese Projectionen paarweise einander auf, so dafs die Summe 
der Projectionen aller Stücken des Umfanges 4,4,4,... A,4,, welche 
zwischen je zwei nächst auf einander folgenden, der auf ÜV senkrechten 
Ebenen liegen, nothwendig der Null gleich ist; wodurch der Satz auch für 
den. zwischen den beiden äufsersten der auf UV senkrechten Ebenen lie- 
senden ganzen Umfang 4,4,A,... A,A, mit erwiesen ist. 

Dieser Salz ist bekannt genug; auch gilt er natürlich noch. wenn alle 
Puncte A,,. Ar, A;, ... A, mit der Richtung UV selbst, in einer und der- 
selben Ebene liegen. 

ll. Alle Seiten der geschlossenen Figur 4,4,4,... A,A,, welche 
auf der Projectionsrichtung UV senkrecht stehen, können bei Bildung der Glei- 
chung sofort übergangen werden, weil ihre Projectionen der Null gleich sind. 

Wir geben nun einige Anwendungen dieses Satzes. In diesen An- 
wendungen selzen wir stets reehtwinklige Coordinaten- Axen OA, OY und 
OZ im Raume voraus; dies hindert jedoch nicht, neue Coordinaten-Axen, die 
aber stets wieder rechtwinklig angenommen werden, noch einzuführen, oder 
auch blofs zwei Axen in einer der Coordinaten-Ebenen allein, zu beachten. 


$. 1. 

Man betrachte zuerst ernen Punct M im Raume, welcher durch die 
drei Coordinatenwerthe OA=x, OY=y und OZ=z (0 ist der Anfangs- 
puncl der Coordinaten) gegeben ist; durchibn ist auch die Richtung und die 
Länge der Geraden O7 geometrisch festgestellt. Bezeichnet man die drei Winkel 

MOX, MOY ud MOZ 
beziehlich durch 
a, P und Y; 
stellt sich MB (= 2) senkrecht auf die Ebene XOY, dann BA(=y) senk- 
recht auf OA vor, so das OQA= x wird, so hat man die geschlossene Figur 
VOABMO. Projiciri man nun solche nach und nach auf die Richtungen 
OX, oder OY, oder O0Z, 


so erhält man (nach ll.), weil steis zwei der Seiten der Figur auf der jedes- 
maligen Projeclionsrichtung senkrecht stehen: 


(1.) ON.cosa=x, (2) OM.csß=y, (3) OM.cosy= 2. 
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Wird aber dasselbe Vierseit OABMO auf die vierte Richtung OM 
projieirt, so giebt der Hülfssatz ohne Weiteres: 


(4)  2.c0s@-+-y.cosß+2.cosy = OM. 
Diese Gleichung aber giebt, je nachdem man sie mit OM multiplieirt, oder 


dividirt, und wenn man dabei noch die Gleichungen (1, 2, 3.) zu Hülfe nimmt, 
sofort 


\ 


(5.) - ll a: A 7 OM?, 
(6.) (cosa)’+(cosß)’-+(cosy) = 1. 

Die Gleichungen gelten ganz allgemein, obgleich in der Figur lau- 
ter posetive Coordinatenwerthe vorausgesetzt wurden. Denn so wie einer 
oder der andere dieser Coordinatenwerthe, z. B. y, negativ, also die wirk- 
liche Länge der entsprechenden Seite der Figur durch die (positive) Zahl — y 
ausgedrückt sein sollte, würde gleichzeitig dieselbe Seite (bei dem Be- 
schreiben der Figur :n einem Zuge) die entgegengesetzte Richtung haben, 
also mit der Projectionsrichtung den Nebenwinkel 180’—4 des Winkels A 
bilden, den sie vorher mit ihr gebildet hat; der Cosinus dieses Winkels würde 
dann = — cos) sein, und statt y.cosA käme jetzt (—Y).(— cos4) zu stehen, 
welches Product aber dem y.cosA wieder gleich ist. 


$. 2. 


Man stelle sich nun noch, aufser dieser beliebigen Richtung OM, eine 
zweite beliebige Richtung OM’ vor, welche mit denselben Axen OA), OY und 
OZ die Winkel «', P', y' bildet, so dafs wiederum 


(cos «@')’-+-(cos P')’-+(cosy') = 1 


Steht OM senkrecht auf OM', so dafs also der Winkel MOM’ ein 
rechter ist, so projicire man das Viereck OABMO auf diese fünfte Richtung 
Om‘. Man erhält mittels des Hülfssatzes sogleich 


x .cosa' +Y.cosß'+2.cosy' = (0, 
oder, wenn man durch OM dividirt (nach $.1. No. 1—3.): 
(1)  cosa.cos«@'-+cosß.cosß’-+-cosy.cosy' = 0*). 





*) Man findet auch diese Gleichung, als erste, wenn man OM =1 setzt, weil 
dann (nach $. 1. No. 1—3.) cosa«, cos # und cosy selbst die Coordinatenwerthe des 
Punctes M sind. — Dies auch für die Folge. 
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Diese Gleichung findet also allemal Statt, so oft die Richtungen OM und OM' 
auf einander senkrecht stehen. 

Stehen diese Richtungen nicht auf einander senkrecht, so werde der 
Winkel MOM’ gesucht, welchen sie mit einander machen. Zu dem Ende 
fälle man, von dem Puncte M aus, auf OM'’ eine Senkrechte, welche die 
Richtung OM’ selbst in A’ trifft, wenn MOM’ ein spitzer Winkel ist, welche 
aber in der entgegengeselzten Richtung M’O (und zwar in deren Verlänge- 
rung) in einem Puncte 4, treffen wird, wenn der Winkel MOM’ stumpf 
sein sollte. Im erstern Fall projicire man das Fünfseit OABM4'O auf die 
oedachte fünfte Richtung QM’, und der Hülfssatz giebt sofort: 


x.c0s@ +-y.cosß'-+xz.cosy' —= 04, 
folglich, wenn man durch OM dividirt (nach $.1. No.1—3.): 
(2.)  cosa.cos«'-+-cosP.cosß’-+ c0sy.cosy' —= cosMOMN’; 


welche Gleichung auch noch gilt, wenn der Winkel MOM' ein rechter sein 
sollte, weil sie dann in die (1.) übergeht. 

Dieselbe Gleichung erhält man noch, wenn MOM’ stumpf ist; denn 
dann ist sein Nebenwinkel MO4A, spitz, und da demnach für letzteren der 
eben entwickelte Satz gilt, so hat man 

cos a@.cos AAO A -+-cosß.cos AAOY-+-cosy.cos 4,0Z = c0osM0A,. 
d. h. weil cos» = — cos (180" — v) ist: 

cosa@.(— 005 @)--cosß.(— cos’) -+c0sy.(— cosy) = —cosMOM'; 
und dies ist dieselbe Gleichung (2.). 

Die Gleichungen (1.und 2.) gelten ganz allgemein, wie auch die Rich- 
tungen OM und OM’ vorausgeselzt werden, wenn gleich in der Figur zu- 
nächst positive Coordinatenwerthe angenommen wurden; insofern man nur 
das am Schlusse des ($. 1.) Gesagte wiederholen kann. 

Die Gleichung (2.) giebt auch noch zu erkennen, dafs die Gleichung (1.) 
den rechten Winkel MOM’ nothwendiy bedingt; denn so wie der Winkel 
MOM’ kein rechter ist, so ist nach (2.) die Gleichung (1.) unmöglich. 


$. 3. 

Die Coordinatenwerthe eines Punctes M, auf die Axen VA, OY 
und OZ bezogen, seien wieder ©, y und 2. Durch den Ursprung O sind 
drei neue rechiwinklige Axen OA’, OY’ und OZ’ gelegt und gegeben durch 
die 9 Winkel, welche jede der letztern mit den drei alten Axen macht 
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(zwischen welchen 9 Winkeln natürlich die Gleichung ($. 1. No. 6.) dreimal, 
und eben so auch die Gleichung ($.2. No.1.) dreimal Statt findet, weil eben 
die neuen Axen wieder auf einander senkrecht stehen). Man soll die auf die 
neuen Axen bezogenen Coordinatenwerthe x’, y’ und 2’ desselben Punctes M, 
durch die alten ausdrücken. 

Stellt man sich zunächst wieder, wie in ($.1.), die Geraden MB 
und BA, aufserdem aber auch noch die MA’ senkrecht auf OX’ gezogen vor. 
(wie in $. 2.), so dafs OA’—= x’ wird, während 0OA=x, AB=—y und 
BM= x ist, so hat man das Fünfseit OABMA'O (genau wie in $. 2.). 
Wird nun letzteres auf die neue Richtung OA’ projieirt, so giebt der Hülfs- 
satz (I. u. II.) unmsettelbar dieselbe Gleichung wie in ($. 2.), nämlich: 


(©)  =2.c0sKXOX-y.csXOY-+z.csX0Z — «. 
Die beiden andern Gleichungen für y’ und 2’ auf analoge Weise. 
Dafs die Gleichungen allgemeingültig sind, obgleich wieder im Vor- 


stehenden alle Coordinatenwerthe positiv vorausgesetzt wurden, leuchtet nach 
dem am Schlusse des ($. 1.) Gesagten, ohne Weiteres ein. 


$. 4. 
Es ist gegeben eine Gerade OD, der Länge nach (=e), und der 


Lage nach durch die Winkel, welche sie mit den drei auf einander senkrecht 
angenommenen Axen OA, OY und OZ macht. Man soll die Gleichung 
einer Ebene finden, welche durch D hindurchgeht und auf der Geraden OD 
senkrecht steht. 

Ist M ein beliebiger Punct dieser Ebene, so liegt die Gerade MD 
in dieser Ebene und steht senkrecht auf OD. Fället man nun (wie in $.1.) 
MB (—z) senkrecht auf XOY, und dann BA (=y) senkrecht auf OX, so 
dafs OA(=x) die dritte Coordinate des Punctes M wird, und projieirt nun 
das Fünfset OQABMDO auf die Richtung OD, so erhält man mittels des 
Hülfssatzes (I. u. II.) die Gleichung 


(1) #.c0osDOX-+Yy.cosDOY-xz.cosDOZ—e — (0, 
wo e= OD ist; und dies ist die verlangte Gleichung. Dabei mag man nicht 
übersehen, dafs bekanntlich allemal 
(2.) (cos DOX) --(cosDOY)-+(cosDOZ)} —= 1 


ist (nach $. 1. No. 6.). 
Anmerk. Hieraus lassen sich leicht Folgerungen ziehen. 
3 De 
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A. Erstlich läfst sich folgern, dafs die Gleichung einer jeden Zbene 
algebraisch und von der ersten Ordnung ist; denn wie auch die Ebene liegen 
mag. so kann man doch immer von O aus auf sie eine Senkrechte OD fällen, 
welche eine bestimmte Länge und eine bestimmte Richtung hat, und dann ist, 
wenn e—= OD gesetzt wird, die Gleichung (1.) ihre Gleichung. 


B. Zweitens läfst sich daraus auch wieder folgern, dafs jede Glei- 
chung erster Ordnung mit reellen Coöfficienten, nämlich 


(3) A4cr+By-+Cz+E=0(, 

oder, wenn sie in dieser andern Form gegeben ist: 
(4) Al—a)+-B(y—b)+-C(z—e) = 0, 

wo a, 5b und ce die Coordinatenwerthe eines Punctes der durch die Gleichung 
gegebenen Fläche vorstellen, sobald x, y und 2 als Coordinatenwerthe ange- 
sehen werden, die sich auf rechtwinklige Axen beziehen, allemal nur solche 
Puncte liefert, die alle in einer und derselben Ebene liegen, dafs ste also 
allemal die Gleichung einer Ebene :ıst. Dividirt man sie nämlich durch 
‚#2 B’+C’)(=[r), so dafs sie die Form 

5) Fetytzetz 0 
annimmt, damit die Summe der Quadrate der drei neuen Coöfficienten von x, 


y und z, —1 wird, so läfst sich immer eine Gerade OD finden, die mit 
den Axen OX, OY, OZ Winkel macht, welche durch die Gleichungen 


cosDOX — £ .„ csDOY — = und cosDOZ — = 


bestimmt werden. Setzt man nun die Länge e von D, = —, 50 ist die 


Gleichung (1.) die Gleichung der Ebene, welche auf OD senkrecht steht: 
dieselbe ist jetzt aber nicht von der Gleichung (5.) und folglich auch nicht 
von der Gleichung (3.) verschieden; also ist letztere, nämlich 


8) Axz+By+Cz+E=0, 
die Gleichung einer Ebene, welche von dem Ursprunge O0 der Coordinaten 


um — 7 PLBLCH absteht, während dieser Abstand OD mit den drei Axen 


OX, OY, OZ Winkel macht, deren Cosinusse beziehlich 


A B Zu © 














(6.) v(A’+ B’-+C°)? v(A’+ B’+6?°) v(4’- B’+ U?) 
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sind. Dabei stellt die Quadratwurzel y(A4’-+ B?-1-C*) überall einen und den- 





Hi 
selben ihrer beiden Werthe vor, und zwar den nn, je nachdem die 
bene Zahl E a ist, weil der Ab D Bi 
gegebene Zah Dositiv ist, weil der Abstand OD oder 7 IBLO 


negativ werden kann und darf. *) 


C. Da zwei, durch die Gleichungen 
a, JArtBr+6z+D = 0 
Ac-+By-Cz-D — 0 
segebene Ebenen, wenn sie sich schneiden, denselben Winkel d unter sich 
bilden, den die auf sie senkrechten Geraden OD und OD' mit einander 
machen, dieser letztere Winkel aber nach ($. 2.) gefunden wird, während in 
vorstehende (6.) die dorligen cos«, cos, cosy gefunden sind, und analog 
auch cos«', cos’, cosy' sich ausdrücken lassen, so hat man alsbald: 
AA'+BB'+CC! 
vA#+B’L0).y(APFBF+ON) ’ 
und diese Ebenen stehen daher auf einander senkrecht, so oft 


9.) AA-BB'-CC' — 0 





(8.) cosd — 


ist, 

D. Sind die beiden, durch die Gleichungen (7.) gegebenen Ebenen 
mit einander parallel, so fallen die senkrechten Abstände OD und OD’ in 
eine und dieselbe Richtung zusammen und es müssen daher die Cosinusse 

A A 
yarpıo WdE ZEIT 
desgleichen die beiden andern analogen Paare von Cosinussen, beziehlich ein- 
ander gleich sein. Dies ist der Fall, und ist nur dann der Fall, so oft 
4 B C' 


(10) S=37=7 











*) Ist die Gleichung (3.) die einer Tangential-Ebene an eine, durch. die Gleichung 
fx,,‚.=0 gegebene krumme Fläche, d.h. ist fir ce=aundy=b, die dritte Ordinate 2, 
der Ebene und der krummen Fläche, jede =c, und sind für dieselben Werthe von 
x, y und z, 

df _df _ df 

a Pe u und ae =, 
so drücken die 3 Quotienten in (6.) die Cosinusse der Winkel aus, welche die Normale 
an die krumme Fläche mit den Axen OX, OY, OZ macht, weil sie mit OD) parallel läuft. 
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oder 
A—=m4, B—=mB und C'—= ml 
und »n eine und dieselbe beliebige Zahl ist *). 

Wir geben endlich noch eine Anwendung des Hülfssatzes in einem 
andern Gebiete. 

$. 5. 

Geht man von dem Satze des Kräftenparallelogramms aus, so kann man 
bekanntlich die mittlere Kraft (die Resultante) P,., aus n gegebenen Kräften 
P,. P,. P,... P,, es mögen die letzteren in einer Ebene, oder beliebig 
im Raume einen (materiellen) Punct @ gleichzeitig angreifen, allemal geo- 
metrisch construirt sich vorstellen. und zwar so: 

Man setze alle Kräfte durch Längen ausgedrückt, und 0A, =P.: 
darauf lasse man P,, von © aus nach A, hin, parallel mit sich fortrücken, so 
dafs sie die Lage A, A, einnimmt; dann ist die drilte Seite OA, des Dreiecks 
0A, A, (nach dem Satze des Kräftenparallelogramms) die Resultante der beiden 
Kräfte P, und P,. Stellt man sich nun wieder die Kraft P,, von O aus, parallel 
mit sich fortgerückt vor, nach A, hin, so dafs sie die Lage A,A, einimmt, 
so ist wiederum die dritte Seite OA, des Dreiecks 04A,A, die Resultante 
aus OA, und P,, also auch die Resultante aus den 3 Kräften P,, P, und P,. 
Wird nun die nächste Kraft P, von O aus parallel mit sich fortgerückt ange- 
nommen, nach A, hin, so dafs A,A, ihre jetzige Lage ist, so ist OA, die 
Resultante der vier Kräfte P,, P,, P, und P,. Fährt man so fort, bis end- 
lich die n'" Kraft P, parallel mit sich von O aus nach A,_, fortgerückt wird, 
so dafs sie die Lage A,_,ÄA, einnimmt, so ist OA,—=P, die Resultante aller 
n Kräfte P, bis P,, der Gröfse und Richtung nach. | 

Will man nun aus dieser Construction der mittlern Kraft (d. h. der 
Resultante) die letztere auch berechnen, so nehme man beliebige drei Axen 
UX, UY, UZ an, welche durch den Punct O0 gehen können. oder nicht. 





*) Es werden sich nicht ohne Interesse alle die analogen Probleme, welche in der 
Ebene vorkommen auf demselben Wege behandeln, d. h. in einer Ebene die auf einander 
senkrechten Axen OX und OY und eine Richtung OM betrachten lassen; dann für zwei 
Richtungen OM und OM' in derselben Ebene, der cosMOM', die Bedingungsgleichung 
des rechten Winkels; ferner bei Einführung neuer Axen OA’ und OY’ der Ausdruck der 
neuen Coordinatenwerthe «’und y'; dann die Gleichung der auf OD senkrechten Geraden; 
der Winkel zweier gegebenen Geraden; die Bedingungsgleichung ihrer auf einander senk- 
rechten, oder ihrer parallelen Lage; zuletzt die Winkel zu finden, welche die Normale 
an eine gegebene krumme Fläche mit den beiden Coordinaten-Axen macht. 
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Dann sind 


(is Pıs Yı5 02% Pr, 723 (3, Ps; 733 iu On; A; Yn 
die Winkel, welche die Kräfte 
P,, P;, P,;, Be P, 

beziehlich mit den Axen UX, UY, UZ machen; und macht die gesuchte 
Resultante P,—= 04, mit denselben Axen beziehlich die Winkel «,. Pos Yo; 
so dals die Zrchtung A,O der Seite des (n--1)Seits 0A,4,4,... 4,0, 
mit denselben Axen die Winkel 180’ — «,, 180" — 3,, 180° — y, einschiefst; so 
erhält man nach dem Hülfssatze (1.), sobald man dieses (n--1) Seit auf UX, 
oder UY oder UZ projieirt, sofort die Gleichungen 
& (1)  P,.cosa,+ P,.cos&-+ + --P,.cose, 
} (2.)  P,.cosß,+P;.c0os%,+--+P,.cosß, 
(3.)  Pı.cosy+P,.c0syp-+ +++ P,.cosy„ = P,.cosy.: 





P,.cos«,, 


| 


P,.cosß\, 


\ 


und man ist zu gleicher Zeit von deren Allgemeingültigkeit versichert, wie 
auch alie die «, alle die 5, und alle die y spitz, recht oder stumpf sein mögen *). 
Diese Gleichungen gelten, wie auch die Axen UX, UY, UZ gegen 
einander liegen mögen. Stehen aber letztere alle drei auf einander senkrecht, 
so hat man noch (nach $.1. No. 6.) die Gleichung 
(4.)  (cosa,) + (cos, (cosy,) = 1; 


und diese 4 Gleichungen reichen nun aus, die 4 unbekannten P, und «,, 
Pos Yu leicht auszuwerthen. 





E Wenn es sich trifft, dafs bei der geometrischen Construction der mittlern 
Kraft, nachdem die ersten n—1 Kräfte P, bis P,_, das nSeit OA, A,... A,_,O 
gebildet haben, die Resultante QA,_, aus diesen n—1 Kräften der n'" Kraft 
P, genau gleich und genau entgegen ist, so dafs also der Punct A, mit © 
zusammenfällt und statt des (n-+-1)Seits blofs ein n Seit O4A,A.... A,_,O 
entsteht, während nun die n Kräfte sich offenbar im Gleichgewicht halten, so 
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rein 





*) Nimmt man den speciellen Fall von nur 3 Kräften P,, P, und P, an, welche 
zugleich in aufeinander senkrechten Axen OX, OY, OZ wirken, in der eben bezeich- 
neten, oder in der gerade entgegengesetzten Richtung, und nimmt man diese Axen zu- 
gleich statt der Projections- Axen UX, UY, UZ, so gehen die Gleichungen (1—3.) in 


tP, = P,.cosa,, +P, = P,.cosß, , LP. = P,.cosß, 


über; wodurch die Zusammensetzung und Zerlegung solcher Kräfte (durch Rechnung) 
möglich ist. 


(> n 2 ap. m " 
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darf man nur dieses n Seit auf eine der Richtungen, z.B. auf UX, projiciren, 
um die Gleichgewichtsgleichung 


(5.) P..cos&\—+P;,.c0s%-+- ++ -+-P,.cose, = 0 


zu finden. Projieirt man auf drei solche Axen, so hat man drei solche 
Gleichgewichtsgleichungen, aus denen dann die n“ Kraft ihrer Gröfse und 
Richtung nach gefunden werden kann, welche den n—1 übrigen Kräften das 
Gleichgewicht hält. 

$. 6. 

Stellen in ($. 5.) die Buchstaben P,. P,. P;, ... P, die Momente 
von n Gegenpaaren (Zwillingspaaren, Kräftenpaaren, couples de forces) vor, 
welche in r verschiedenen, durch den Punet O@ hindurchgehenden Ebenen 
oleichzeitig wirken, und sind die Richtungen, welche in ($. 5.) die Kräfte 
hatten, jetzt die gleechnamigen Axenrichtungen dieser Gegenpaare, *) so folgt 
aus dem bekannten Satze vom „Parallelogramm der Gegenpaare” (der un- 
mittelbar aus dem Kräftenparallelogramm hervorgeht), dafs in der Construction 
($. 5.) die Gerade OA, der Gröfse nach das Moment des mittlern Gegen- 
paars ist, welches statt der beiden Seitengegenpaare, deren Momente P, und P; 
sind, gesetzt werden kann, während die Richtung derselben OA,, die gleich- 
namige Axenrichtung dieses mittlern Gegenpaares ist, so dafs die Ebene dieses 
mittlern Gegenpaares, durch den Punct O angenommen, senkrecht auf dieser 
Richtung O4, steht und die (Dreh-) Richtung dieses mittlern Gegenpaares 
mit der Drehrichtung der Seitengegenpaare (deren Momente P, und P, sind) 
zusammenfällt, d. h. eine und dieselbe sein mufs, sobald die gleichnamigen 


*) Wirkt in jeder von zwei verschiedenen Ebenen E, und E,, ein Gegenpaar, und 
stellt man sich aus einem Puncte D, und D, in jeder Ebene Senkrechte VD W, und 
V,D,W, auf die Ebene vor, w elche nach den beiden entgegengeselzten Seiten der Ebene 
in’s Unendliche fortgehen, so heifst jede solche, als mit ihrer Ebene fest angenommene Senk- 
rechte, die Are dieses Gegenpuars. Legt man nun beide Ebenen mit den Puncten D, und 
D, und übrigens ganz auf einander, und findet sich, dafs wenn die Axenrichtungen D, V, 
und D,V, zusammenfallen , dann beide Gegenpaare in den mit einander zusammenge- 
fallenen Ebenen, einerlei '(Dreh-) Richtung haben, so sind die gedachten Axenrich- 
tungen gleichnamige. Zeigen aber beide Gegenpaare (in der einzigen Ebene) entge- 
ge ngeselzte (Dreh-) Richtungen, so müssen sie einerlei (Dreh-) Richtung zeigen, wenn 
die eine der beiden Ebenen z.B. E, mit ihrer (fest angenommenen) Axe umgedreht wird, 
so dafs nun die Richtungen I, F, und D,W, auf einander fallen; und nun sind diese 
beiden letztgenannten Axenrichtungen diejenigen, welche gleichnamige genannt werden. 

Im ersiern Fall sind natürlich auch die beiden D,W, und D,W,, gleichnamige 
Axenrichtungen, so wie in dem andern Fall auch noch D, W und D,V, ein Paar 
gleichnamige Axenrichtungen sein werden. 
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Axenrichtungen, nämlich OA,, die Parallele durch O mit A, 4, (nicht mit A, A,) 
und noch die OA,,. mit ihren fest daran haftenden senkrechten Ebenen zu- 
sammengelegt angenommen werden. . 

Daraus folgt aber, dafs nun in der Construction ($. 5.) die Gerade OA, 
der Gröfse nach das Moment des miltlern Gegenpaares vorstellt, welches statt 
aller » Seitengegenpaare (welche die Momente P,,. P,, P;,.... P, haben) 
gesetzt werden kann, und dafs die Richtung derselben OA, die gleichnamige 
Axenrichtung dieses mittlern Gegenpaares ist, so dafs die Ebene des letztern 
(durch O angenommen) senkrecht auf OA, steht und die (Dreh-) Richtung des 
letztern zusammenfallen mufs mit der (Dreh-) Richtung z. B. des Gegenpaars. 
dessen Moment P, = 04, ist, sobald beide gleichnamige Axenrichtungen 
OA, und O4, auf einander gelegt gesetzt werden. 

Findet aber das (n--1)Seit OA,A,... A,0 Statt, so giebt dessen Pro- 
jection auf die in ($. 5.) beliebig angenommenen Axen UX, UY und UZ so- 
gleich dieselben drei Gleichungen (1—3.) des ($. 5.), aus denen dann das 
Moment P,—= 04, des mittlern Gegenpaars, so wie die Winkel «,, , % 
berechnet werden, welche die gleichnamige Axenrichtung O4, dieses mittlern 
Gegenpaares mit den drei Axen UA, UY und UZ macht *). 

Und findet sich bei der Construction, dafs der Punct A, mit O zu- 
sammenfällt, was nur dann, aber dann allemal der Fall ist, wenn das mittlere 
Gegenpaar QA,_, aus den n—1 Gegenpaaren P,. P;,,... P,_, dem n'" Ge- 
genpaar P, das Gleichgewicht hält, weil sie gleiche Momente und entgegen- 
gesetzte (Dreh-) Richtungen haben, so giebt die Projection des jeizigen 
n Seits QA,A,... A,_,O auf die Axen, sogleich wieder die Gleichgewichts- 
Gleichungen. 

$. 7. 

Sind die beiden Seiten OA und OB eines Parallelogramms der Gröfse 
nach die Winkelgeschwindigkeiten, mit denen sich ein Körper gleichzeitig 
um die beiden Axen OA und OB drehen will, und sind zu gleicher Zeit 
0A und OB gleichnamige Richtungen dieser Dreh-Axen, so ist die Diagonale 
OC dieses Parallelogramms, der Richtung nach, die gleichnamige Richtung 
der Axe, um welche eine Drehung beginnt, und der Gröfse nach die Winkel- 





*) Eben so wie in der Note zu ($. 5.) kann man auch hier den besondern 
Fall betrachten, wodurch drei, in auf einander senkrechten Ebenen wirkende Gegenpaare, 
in ein einziges vereinigt werden, und auch das letztere wieder in die drei ersteren zer- 
legt wird (durch Rechnung). 
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geschwindigkeit dieser Drehung; wie sich solches aus dem Parallelogramm 
der Kräfte leicht beweisen läfst. 

Daher giebt die Construction ($. 5.) sogleich die gleichnamige Rich- 
tung der Dreh-Axe QA,, während O4, der Gröfse nach die Winkelge- 
schwindigkeil der Drehung um diese Axe ist; und diese Drehung ersetzt alle 
die n gleichzeitigen Drehungen, deren Winkelgeschwindigkeit der Gröfse nach 
durch die dorligen P,. P,,. ... P, ausgedrückt wird, falls nur die dortigen 
Richtungen mit den gleichnamigen Axenrichtungen dieser letztern » Drehungen 
zusammenfallen. 

Aber eben deshalb giebt die Projeclion jenes rn -+-1 Seits auch jetzt 
wieder die dortigen Gleichungen (1 bis 3.), aus denen die Winkelgeschwin- 
diekeit P,—= 04, der mittlern Drehung und die Winkel «&,, Po, Yu berechnet 
werden können, welche die gleichnamige Richtung dieser miltlern Dreh-Axe 
mit den Axen UA, UY und UZ macht. *) 

Und halten sich die a Drehungen im Gleichgewicht, so giebt die Pro- 
jection des nSeilts OA,4A,... A,_,O sogleich wieder die dortigen Gleichun- 
gen (5.) des Gleichgewichts. 

Diese Beispiele reichen aus, die Fruchtbarkeit des obigen Hülfssatzes 
anschaulich zu machen ; unzählige andere Beispiele, besonders auch für Figuren, 
die sich in einer Ebene gestaltet haben, übergehen wir. Schliefslich aber 
werde noch ausdrücklich bemerkt, dafs wir recht gut wissen, wie die Anwen- 
dung dieses Hülfssatzes auch bei andern Schriftstellern schon angetroffen wird, 
dafs aber unsers Wissens noch nie darauf aufmerksam gemacht worden ist, 
dafs er so durchgreifend benutzt werden kann und die Resultate mit stets 
gleicher Einfachheit, Kürze und Schnelligkeit liefert. Diese Nachweisung in 
einer Zusammenstellung aller wissenswürdigsten Grundwahrheiten der analy- 
tischen Geometrie, wie in mehreren der wichtigsten Fragen der Statik und 
der Dynamik zu geben, ist der alleinige Zweck dieser kleinen Arbeit. 





*) Die Gleichungen in der Note zu ($.5.) geben natürlich auch wieder sogleich die 
Zusammensetzung dreier gleichseitiger Drehungen um rechtwinklige Axen in eine ein- 
zige, so wie die Zerlegung dieser letztern in die drei erstern, dureh Rechnung. 


Berlin, im November 1853. 
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6. 


De compositione numerorum primorum formae 4x1 
ex duobus quadratis. 


(Scrips. Henr. Jo. Smith, Oxoniensis.) 
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1 
at — 
7, Pen 
fractio continua, cujus numerator, qui determinanti 
zZ 00 0 
0 —1 0; 1 . 0 
| 0 °d-1 94.. 0 
: ä a. 
0 0 00. -—1g, 








aequalis est, per hujusmodi formulam (4, 9; .. . 9n_ı 9.) exprimatur. Erit ergo 


[99 .-- Gag) = lego. gayıl et 
[9.1 = [9 9: + 9:]- [Yin ml4+ [gi 92» G-l- [re 9]; 
quae aequationes pendent ab illa forma determinantali, ambae autem L. Kulero 
debentur. 
Itaque, si quantitatum g par sumatur numerus, ipsae que ita serie 
symmetrica disponantur, ut binae inter se aequales fiant, elucet, quantitatem 
[91 92: -- 9:9:--- 92 Yı] summam fore duorum quadratorum inter se primorum; 


fit enim 
[9.99 ln. rn Ga. 
Contra in numero quotientium impari, erit 
[nal = tt. 
unde colligis, numerum [gı .-..%;-..4,] primum esse non posse, nec duplicem 
numeri primi; si quidem casus excipis, in quibus, aut 2 unitali aequatur, aut 
? binario, g, unitali. 
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nz 


I S 


Sit » numerus integer datus; 4,, 4, ... 4, Series numerorum, qui 
ad » primi sunt, ipsius que > dimidio minores. Formentur fractiones continuae 


’ ) “ * “ * ” “ 
En &. 1758 um quae omnes ila terminentur, ut ıs quoliens qui In extremo 
u 1, U; 


loco ponatur, unitatem superet. Hinc patet, quanta fuerit numerorum 4, , Ury... L, 
multitudo, tantum fore numerum determinantium [g, ... g,], qui dato numero p 
aequales erunt, neque praeter illos ullum dare ejusdem formae determinantem, 
cujus et primus et extremus quotiens unitate major sit, qui que numero p aequalis 
esse possil. 

Jam vero, quum duo determinantes [4ı...4„] et [4. ... 9] aequales 
sint,. quum que ipsum g, unitate majus sit, apparet [y„...g,] ex una aliqua 


p p 


fraclionum oriri. Unde sequitur, data quavis fractione =, inveniri posse 


alliam in eadem serie, quae quolientes eosdem, ordine inverso, repraesentet. 


Sit p primus, formae 44--1; ut numerus determinantium ipsi » aequa- 
lium par existat. Quum ipse » unus e determinantium serie fiat, unus certo 
alius inveniri poterit in quo quolientium ordo invertendo non mutatur. Cum 
sit ergo 

p = [Yı 4 --- 4:9: :- 9 Qı] 
erit denique 
p = [99:41 + 99 -.- Go]. 

Quam theorematis Fermatiani demonstrationem maxime elementarem esse 

palet, quum pendeat a conversione fractlionum vulgarium in fractiones continuas. 


Singulos autem formae 1x” divisores ex duobus quadratis conflari, 
eodem modo demonstrare in promptu est. Sit enim 


wit. 





apparet fore 


\ 


u = [91 92..-9:9:-.- Qi]; 

vı — [9 93: 6:4: +92] » 

© — [9.69 Gl 
Oxford. Maio 1854. 


\ 
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T. 
Quelques considerations sur l’equilibre du polygone 
funiculaıre, et sur la ehainette. 


(Par M. Steichen, professeur ä l’ecole militaire de Bruxelles.) 


$. 1. 


A vanı que d’en venir a la question generale que nous nous pro- 
posons de traiter ici. nous croyons ulile de reprendre par quelques notions 
preliminaires. Soit un polygone funiculaire avant rn noeuds; on donne les 
intervalles ou longueurs de cordon qui separent les noeuds consecutifs et les 
intensites et direclions des forces extr&emes et intermediaires qui les sollicitent. 
a l’exception d’une seule force qui reste inconnue en grandeur et en direction, 
et qui doit etre determinee d’apres la condition qu’il y ait equilibre. Je dis 
que dans ce cas on peut toujours trouver la figure d’equilibre du polygone: 
et que la force inconnue est egale et contraire a la resultante des a—1 forces 
donnees. ramenees parallelement a elles-memes au noeud ou point d’application 
de celite force. 

Soient (a,b,c,d,...g, Ah) (Tab. Ill. Fig. 1) les n sommets cons£eutifs, et 
ab, be, ed, ... gAh les intervalles developpes en ligne droite de ces noeuds, 
(P, 0, X, Z) les forces extr&ämes donnees en grandeur et direction, AR, 8, 
T, V, W les forces intermediaires donnees de la m&me maniere, U la force 
inconnue appliquee au sommei e, et definie par la condition qu’elle fasse 
equilibre aux forces des autres sommels: la question consistera done dans la 
determination de la figure du polygone et de la force U. En faisant commencer 
cette figure en un point arbitraire «, et construisant d’abord sur les forces P, Q, 
appliquees ä ce noeud, un parallelogramme, on n’a qu’a prolonger sa diagonale 
contraire, pour obtenir la direction et la position du premier cöle du polygone: 
de plus sa tension de d vers « est une force bn egale a la premiere diagonale um. 
Sur la droite dr et la force # on construit un second parallelogramme; il 
donne la diagonale dp qu’on prolonge en sens contraire d’une quantite de 
egale a l’intervalle rectifie entre les 2" et 3°“ noeuds: on a par la la di- 


rection et la position du second cöte du polygone. On peut faire remarquer 
que si la ligne d’actiion de R n’est pas dans le plan (P, Q, ab). le plan 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. L. Heft. 13 
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(ab, R, bc) n’a que la droite «ab commune avec le premier: de plus la tension 
de de de e vers b, sera la resultante cy des forces P, Q, R ramenees paral- 


ieıne 


lelement a elles-m&mes au sommet 5 ou e. Pour avoir ensuite le 3" cöte cd, 
on construit le parallelogramme sur ey et 8, et l’on prolonge sa diagonale 
en sens contraire d’une quantite ed, egale a l’intervalle rectifi& entre les 3" 
et 2" noeuds: la tension de d vers © est la resultante des forces (P, Q@, R, S) 
ramenees en d ou en c; de lä on conclut encore une fois la position du 
4° cöte de; et sa tension de e vers d est la resultante des forces 
(P,O, R, 8, T), ramenees en d ou en e. Mais etant une fois parvenu au 
sommet e, sollicite pas la force U encore inconnue de grandeur et de di- 
reclion, on doit changer de marche, et reprendre de la maniere suivante: 

La tension du cordon ef de e vers f doit etre en grandeur ei en 
direction la resultante des forces (V, W, X, Z) toutes connues d’intensite et 
de direction: ainsi, apres avoir construit a part cette resultante, on mene par 
le sommet e une droite ef parallele a sa direction, et l’on porte une lon- 
gueur egale ä l’intervalle rectifi& des noeuds e, f; on voit aussi que la force Ü 
est par la egale et contraire a la resultante des tensions sur ed, ef, oua 
la resultante de toutes les forces connues, ramenees parallelement a elles- 
memes au noeud e. Le restant de la solution est manifeste, et l’on peut 
comparer ce qui vient d’etre dit avec la solution de Po:sson (tome I. page 551). 

Mais cetle maniere directe et immediate de proceder ä l’aide des 
donnees fondamentales ne se maintient plus, des qu’une fois on veut faire 
un pas de plus, et traiter cette autre question qui nait naturellement de la 
premiere: Un polygone funiculaire est atlache par ses deux extremites 
a deux points fives A, B; ?l a n noeuds places a des intervalles recti- 
fies, connus; chaque noeud N,, N,, N;, ... N, est sollieilE par une 
force donnee de grandeur et de direction: on demande la figure d’equi- 
libre du systeme. Les indications un peu vagues donnees par Poisson, ne 
suffisent pas pour trouver les equalions de condition explicites de la question; 
le fait m&äme de la solution qui suit, justifiera notre asserlion; car il faut ici 
une generalisalion de la composition des forces que l’auteur cit& n’expose nulle 
part dans son ouvrage, et qui a ele deja indiquee brievement dans nos me- 
moires precedents. 

Soient T', T’ les tensions inconnues des deux cötes ou cordons extremes, 
considerees comme des forces actives, agissant de N, vers A, et de N, vers 3; 
de sorte que l’equilibre subsiste entre les forces inconnues 7', T"’, et les forces 














— 
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connues P, P', P", P",... qui agissent aux sommets N,, N,, N,, N,, ... 
respectivement. En plagant avec Poisson l’origine des coordonnees rectangles 
au premier point de suspension A, et nommant (}, u, n) (A, u, n') les coefficients 
de direction des forces T', T’, par rapport ä ces axes, (a, ß,y)(«',ß',y')... 
ceux des forces P, P', ..., on obtient d’abord les conditions 
T..+T'.# + P.a-+-P'.«-- P".«"+ etc. etc. ... 
T.u+T'.W+P.8+P'.P+P".ß"-4 ete. ...... = 0 
a) nt TntPytPytP" yet... EN 
rt —i, Preis: ..9.... Pr 
ce qui forme cing equations seulement pour determiner les 8 inconnues T, 
T', 4, u, ....n. On congoit d’ailleurs immediatement que celles-ci etant 
une fois trouvees, on peut determiner ensuite par leurs moyen la figure d’e- 
quilibre du systeme. Ainsi donc la difficulte de la question se reduit d’abord 


| 
> 


ä decouvrir les trois autres equations de condition entre les donnees et les 
inconnues. Sans doute elles doivent resulter, comme le dit Poisson, de ce 
que la position des deux points fixes est donnee, et on doit les obtenir, en 
calculant les valeurs des coordonnees de l’un de ces points, rapporl&e aux 
axes de l’autre pris pour origine, c’est-a-dire les projections du perimetre 
funiculaire sur ces axes, et les egalant aux valeurs connues de ces mämes 
coordonnees. 

Mais ces indications ne suffisent m&eme pas pour faire comprendre 





comment ces projections renfermeront les inconnues T...n'; c’est apres tout 
une difficulle qu’il faut Eclaireir, en montrant la loi de dependance qui subsiste 
entre ces projections, les donnees (P,P',...a,f,y,...) et les inconnues 
T, T',.... 7. Or en prenant 


AN, = 19 NN, =], BE N_,N, =I,, N,B=I,,,., 
et considerant que les droites /, /,,, sont, la premiere en sens contraire de T', 
et la derniere dans le sens m&me de 7’, on obtient pour leurs projections sur 








les axes coordonnes: 

—ıM, —ul, —n.h» Klarıs Webnzıe N eları- 
Ainsi en nommant =, n, p les coordonnees de B par rapport aux axes en A, 
on obtient: 


2" Ana — ih +bcos (ha) +Lzcos(h,x) + l,cos(4,2)-} elc. ... = m, 

u A, —u.l+Lbeos(,y)+bcos(ky)--Leos(l,y)-+ etc. ... = n, 

7.4, —n.u+becos(h2)-+14;c008 (l,2)+l,c0s(42)-+ eto. ... = Pp. 
13 * 
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Ur pour faire ressorlir maintenant la loi de dependance sont il s’agit, 


et dans la vue de transformer en consequence les trois relations qu’on vient 
de trouver, je nommerai A,, A,, R,, ... les resultantes des forces (T', P) 
T,P,P',T,P,P',P"), et j’aurai par la: 
R; = T’+P?-+2P.Tecos(P, T= T’+ P?+2P.T(ea+Pu-+yn). 
De plus, comme la projection d’une resultante sur un axe est toujours egale 
p!us, J 
a la somme des projections des composantes, il vient: 
R,cos(R,x)—=4.T-+a.P; R,cos(R,y) = uT-+PP, 
f N ern . 
R,cos(R,2)=nT--yP; 


Puisque done la droite 4, comptee de N, vers N, forme le prolongement 
contraire de la resultante Ä,. on doit avoir: 


\ A" r ı«P T 3P 
cos (l,x) — Tr: ,  c08 (by) WERNER u nr 
l 








cos(h,2)—= — u. | 
Mais la loi generalisee de la composition des forces donne: 
R,—= T’+-P’+ P"-+2PT.ecos(P, T)+2PP'cos(P, P')+2P'Teos(P', T) 
= P’+-P"” + T--2PP' (au —- PP'+yy')+2P'T («+ P'u-+y'n) 
+2TP («+ Bu-+yn), 


el pour cos(4,x), cos(l,;y), cos(l;z) on trouve encore les valeurs: 








x „T+«P-+a'P' T+23P-+2'P' 
2 2 
cos (,2) = — elc. 


Ayant la loi de composition analytique generale qui ressort de la 
pour les resultantes ulterieures Ä,, ... A,, et pour les directions des cötes 
l,,4;,.../,. on voit sans nouveaux frais de calcul, et en conservant neanmoins 
les quanlites R,, R,, ... comme abr£eviations, que les trois Egalites obtenues 
ci-dessus deviennent: 














Jan R Mr ER 
ar — I 5 ‚Ares Le — etc. elc....=m, 

i » 

ee 'ını 

(b.) ER = u a PIE — eilt... =n, 

i 2 

> ) 

"l,a—ndh— a. ren — elta... =». 


Or eu egard aux valeurs de R,, R,, R,, .... en fonction des donnees el 
des inconnues, on voit maintenant que les trois dernieres &quations subsistent 
elles-memes entre les donnees et les inconnues; partant qu’en combinaison avec 
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les eing equations (@.), elles sont necessaires et suffisantes pour faire connaitre 
les tensions extremes en grandeur et en direction, et partant la figure et la 
position d’equilibre du polygone propose. On obtient ensuite les tensions sur 
5, 4, ... par les valeurs des forces R,, R,,... Si la figure du polygone 
est fermee, le point 3 coincide avec A, et dans les equations (d.) on prendra 
n—=0, n=0, p=!. 

On peut s’arröter de plus pres ä l’examen du cas particulier oü toutes 
les forces sollieitantes P, P', P", ... se reduisent ä des poids qu'il est 
permis de considerer comme paralleles. En prenant alors l’axe Az suivanı 
la verticale descendante du point A, l’axe Ax suivant l’horizontale tracee 
par A dans le verlical encore inconnu ZAN,, et allant de A vers B, l’axe Ay 
suivant l’horizontale, normale en A ä ce plan, on obtient: 


u), o—=0, P=0, yal, 0, PO, Yo. 


ce qui donnera: 





‚T „T 
nl Ly)—=0, ee 
cos (l, €) RB’ cos(hy)=0, cos(h,z) Rn 
‚AT T 
cos (l,X) = — R’ cos(;y)=0,  cos(l,2) = — nr s 
ainsi tous les cöles 4, &, 4, ... /„ sont dans le vertical determine par la 


verticale Az et par le premier cöte 4. De plus, le cöte Z,,,—N,B devanı 
se trouver suivant le prolongement contraire de la resultante des forces R, 
et du poids P= qui agit au sommet N,, est encore situee dans le plan ZAN, ; 
de sorte que ce plan est le vertical m&me conduit suivant la droite AB; et 
l’on a parconsequent aussi «“— 0; ce qui rend la seconde @quation (b.) iden- 
tique, ou donne a0. Faisant ensuite pour abreger: 





l, FL! u den... 
ae 2035 wi Bahn Mur W, 
ei nommant Q la somme des poids P, P', ... P“V suspendus aux noeuds, 


les premieres et troisiemes @equations (a, db.) deviendront: 
(a) T.ı-+T..—=0, Tr+T.7+0=09, 41, 74" —=1, 
b) AUL+-W.T, =, 1,.—m, nl+W.T)=n.l,n—p: 


En designant par g, g' les angles des forces T, T’ avec la verticale ascen- 
dante, on obtient: 7—= —cosy, "= —cosyp, A= —sinp, 4 = + sing), 
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el les six &equations («a', b’.) se ramenent aux quatre suivantes: 

(1.) — T.sing+ T’.sing' —= 0, 

(2.) — Tecosg— T’cosy +Q = 0, 

3) d4+W.T)sinyg = m—I,,,-sing', 

(4) (4+-W.T)eosp = p-+Ll,,ı-cosg', 
dans lesquelles la quantite W a maintenant la valeur: 
W—1,:y[ T°4P°—2P.T.cosp]+4:y[T?+(P+P'’—2T(P-- P')cosp] 

+4,:y[T°+(P+P'+P")} — ete.]+ --- 
+2: y[T+(P+P'+.- + PC» —2T(P+P'+ ... + P"?]cosgp). 
Ainsi, etant donnes les deux points de suspension, les intervalles 

lb. ... 4, 1,,, et les poids P, P', P", ... qui agissent aux divers 
noeuds d’un polygone, on peut deduire des &quations (1,2, 3,4.) la figure 
d’equilibre correspondante, apres avoir calcul& les tensions exträmes en gran- 
deur et en direction. Il est vrai qu’en s’en tenant au sens naturel de la 
question, ce qui suppose les 2n-+3 donnees 4, b,...4,, P,P', ...m,p, 
on obtiendrait avec beaucoup de peine les quantites inconnues T', T’, y, g". 
Mais si, en conservant les donnees /,,...Z,,.. et P, P', P",... on considere une 
fois comme inconnues les deux quantites »n, p, et qu’on se donne ä leur place les 
deux autres 7’, Q, on pourra calculer les valeurs de 7’, ’ par les equations (1. 2.) 
dont la premiere fait connaitre ’, et la seconde 7’; car elles donnent: 


O.sinp —=T.sin(p+Y), O.sinpg= T'.sin(p+Y'). 
De plus, p, T etant donnes, la quantit€ W peut &ire calcul&e en valeur de 
y T,P,P'",... Pr, L,4%,.../,, et doit parconsequent etre consider6e 
comme connue dans les &quations (3, 4.) qui sont donc propres deslors au 


caleul des coordonnees 2, p. Ayant obtenu ainsi 7’, g', m, p, on ala valeur 
de A,=y(T’+ P°—-2P.T.cosy), et ensuite: 


cos(,x)—=T.sinpg:R,, cos(h2)—= T.cosp:R,. 


On procederait de m&me pour la tension et la direction des cötes 
ld... l0,. Ainsi se trouve resolue la question modifiee, dont voici l’enonce: 

Un polygone funiculaire est altache par une extremite a un point 
fire A; le cöte qui yaboutit doit avoır une tension connue, el une direction 
donnee AN,: on charge les noeuds N,, N,;, ... N, de poids connus: 
quelie dost elre la position du second point d’attache, pour que l’eywilibre 
subsisie sous les conditions prescrites, et quelle est la figure du polygone? 
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On pourrait demander aussi dans quels rapports il faut faire varier les 
poids, pour que la figure et la position d’equilibre se conservent les meines. 
Il s’ensuit d’abord de la que les angles %, „' doivent rester invariables; ce 
qui prouve que les tensions T', T'’ devront varier en raison m&me du poids 
total, appliqu& aux divers sommets. En outre les quantites »n, p, devant rester 
constantes, aussi bien que les angles p, y', d’apres la nature de la question, 
on voit par chacune des &quations (3, 4.), que la quantite (4--W.T), partant 
celle W.T', doit encore conserver une valeur constante, lors de l’alteration 
des poids suspendus, d’apres de certains rapports encore inconnus. Si done, 
par suite de cette reduction qui change par exemple P, P', P",... en 
P,. P., P., ..., W devient une quantite W,, % fois plus petite, que sa 
valeur primitive, il faudra que la tension 7' devienne T,, T', etant A fois 
plus grand que T. Cela donnera: 

1: V[®T’+P2—2P,h.T.cosp]+1,:y[®®T?+(P,+P ?—2AT(P,+P,)cosgp]+ etc. = 
l,:hy[T’+P?—2P.T.cosp] +1,:Y[T? + (P+P') —2 T(P+P') cosyp]-+ ete. 
Or cette derniere condition est satisfaite generalement, si l’on prend: 


P,=AP, P,=4AP', P,=ı.P", etc.. 


et de la m&me resultera pour la nouvelle tension 7’, une valeur A fois plus 
grande que T', conformement ä ce qui est requis par les equations (1, 2). 
puisque le nouveau poids total Q, devient aussi 4.0. Ainsi, dans l’hypothese 
que tous les cordons soient inextensibles, la figure d’equilibre n’est pas alteree, 
si l’on reduit tous les poids y appliques dans un m@me rapport. Ce fait est 
analogue ä la propriet@ de la chaine pesante et homogene qui allecte une 
forme courbe, independante de sa densite. 


$. I. 


Remarques sur la chainelte. 

Nous venons de voir que la question du polygone funiculaire peut eire 
envisagee de deux manieres differentes, selon les donnees et les inconnues 
que l’on adopte; et qu’une fois les eliminations sont pour ainsi dire impossibles. 
tandis que l’autre fois elles n’offrent absolument aucune diffieulte. La theorie 
de la chainelte presente de m&me la difficulte de la resolution d’equations 
transcendantes, dans la determinalion de certaines constanles, et l’on y est 
naturellement conduit ä ces deux queslions dislinctes: 

1°. Eitant donnees la longueur I de la chaine et les deux points de 
suspenston A, B, ou les coordonnees (a, 9) du second point B par rapport 
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a. un azxe horizontal Ax', et a un axe vertical Ay': determiner la con- 


stante et les dimensions correspondantes de la courbe, et nolamment les 
coordonnees du sommets D (Fig. 2). 

2’. Un premier point de suspension A etant donne, et la courbe 
devani passer par un sommet D connu, dont les coordonnees (t, u) par 
rapport aux axes Ax, Ay’ ont parconsequent des valeurs assignees: 
determiner la constanle ou le paramelre de la courbe, etc. 


Habituellement les auteurs de mecanique ralionnelle, en traitant ce sujet 
de la chainette. ne font pas ressortir ce double point de vüe de la theorie 
et de ses applications. Les remarques suivantes pourront donc offrir encore 
quelqu’interet, et etre utiles dans de certaines eirconstances. 

D’abord la premiere question est trait&e completement dans l’ouvrage 
de Poisson (2 edition 1833). En designant par A le parametre de la 
courbe, c’esi-a-dire la longueur inconnue d’une chaine de m&me densite que 
la proposee. et dont le poids marque la tension horizontale au sommet D 
de la courbe, on obtient la relation 

e « 
(IL) ?-R = Klete !—2). 

la determination de 4 par le moyen de cette &qualion et des essais 
successifs est tres laborieuse,. excepte dans le cas particulier ou le rapport 
yEe—pP):e est tres pres de Tunite, ce qui suppose aussi le rapport !:« 
fort peu superieur a l’unite pour %=0. Alors, en developpant le second 
membre. on a la valeur approchee: 


AL). Mi 


3 


@ 
6.(l— ei 





Mr. Eytelwein evite le calcul des essais successils d’une maniere inge- 
nieuse, par le moyen d’une table a trois colonnes dont l’une renferme les valeurs 
de Fabseisse ? en fraction de A, la seconde les valeurs correspondantes de 
’ordonnee calculee en fraction de A, par le moyen de l’equation de la courbe 
entre x etyouf etw, tandis que la troisieme colonne renferme la valeur cor- 
respondante de w:f. Par la on peut resoudre aisement tous les cas particuliers 
de la question N’. 2, et m&me d’une maniere suffisamment approchee pour la 
pratique, quand on veut recourir aux parties proportionnelles, comme on le 
fait avec les tables de logarithmes. La nouvelle trigonometrie de Mr. @uder- 
mann fournit une solution plus approchee encore, . mais le travail du calculateur 
nous parait bien plus considerable. Ensuite. pour completer la question, on 
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peut demander la longueur / de la chaine, apres avoir obtenu son. parametre 
„ par les donnees /, w. Or comme l’arc s, compie du sommet, a la valeur 
y(2lu--u), on aura / par l’equation 


(UI) = YBu+W) + A-4u— P)u—P)]. 


qui fait connaitre la longueur de la courbe, passant par un premier point de 
suspension d, par un sommet donne D, et devant se ratlacher a un point de 
suspension 3 inconnu qui aitl neanmoins avec le point A une difference de 
niveau inferieure 5 donnee. Si cette difference est superieure, on change 
u—j en u-+ dans la formule (II.). Celle-ci resout encore cette question 
accessoire: 


On suspend a deux: points A, B de niveau, et eloignes d’un in- 
tervalle o, une chaine de longueur I>o; on mesure sur la courbe for- 
mee la plus grande fleche de flexion u: deduire de la le parameltre i, 
ou la tension horizontale; car dans ce cas #—0, et l’on connait ä la fois 
!, u dans l’equation (III) qui donne ensuite 4 par un calcul fort simple. 
Ne pourrait-on pas deduire de la un moyen d’appreciation de la raideur 
naturelle des cordes, eu egard a leurs diametres? Ayant en effet plusieurs 
cordes de m&me longueur et de diametres differents, on pourrait suspendre 
d’abord a deux points fixes un fil tres delie, tres flexible, et d’egale longueur: 
ce fil donnerait lieu a une fleche de flexion u ires peu differente de sa valeur 
rationnelle, et qu’il suffirait de mesurer; mais chaque corde &tant ensuite sub- 
stituee au fil, donne lieu a une fleche de flexion /<-w, par l’eflet de la raideur 
naturelle qui detruit en parlie l’inflexion düe au poids de la corde: et Evi- 
demment le petit exces lineaire « — f marque en quelque sorte pour un dia- 
melre de corde donne, et pour une longueur / et un inlervalle «, le defaut 
de flexibilite ou la raideur de la corde. Mais pour deduire de la quelques 
vues theoriques, il faudrait trouver une definition generale exacte et precise 
a la fois, de ce qu’on nomme un peu vaguement la radeur. Dans le cas 
de w, £ donnes, ou l’on aurait besoin de calculer 4 a defaut de tables, par 
les essais successifs, il faudrait recourir a l’equation de la courbe qui donnerait: 


t 


1 
(IV) u=täle'e '—2), 


ı 
et des lors, avant que d’entreprendre aucun essai, il sera au moins utile de 
connaitre la limite inferieure de 4; la limite superieure A<Z/ ne saurait servir 


ici, puisque les donnees sont par hypothese /, u, et que ! est encore inconnue. 
Crelle’s Journal f.d.M. Bd. L. Heft 2. 14 
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Or l’arc courbe compris entre D et A est plus grand que la corde AD de 
ces deux points; cela donne: 


A.u+-W>AD, u >t-+uW, ou > 5—- 
) ut 


Faisons remarquer que la seconde inegalite qui resulte de la compa- 
raison de l’arce DB avec la corde, ne pourrait pas &ire employee, comme 
renfermant les deux constantes «&, 9, et qu’il est seulement permis de con- 
siderer comme connue l’une d’elles. D’ailleurs l’inequation 4 > :2u est d’une 
grande simplicit@, et dans tous les cas particuliers ou l’ordonnee u a une 
valeur assez faible par rapport ä l’abseisse /, on peut commencer par prendre 
,.—!":2u, ce qui revient a confondre la chainelte avec une parabole a axe 
verlical et de sommet D. L’egalite (IV.) doit en tout cas servir a donner 
ensuile pour A une valeur plus approchee de 4. On ne doit pas perdre de 
vüe non plus que les quantites A, « croissent et decroissent en sens contraire, 
c’esi-a-dire que quand l’une augmente, l’autre diminue, et reciproquement. 


En resume la methode des essais successils appliquee a la solution de 
la question (2.), est laborieuse, a l’exception du cas special oü il est permis 
de confondre d’abord la courbe avec la parabole. Celle de Mr. Eytelwein 
est au contraire expeditive, et nous parait preferable sous tous les rapports: 
c’est pourquoi nous sommes naturellement conduit a rechercher si elle ne pourrait 
etre generalisee et etendue a la solution numerique de tous les cas partliculiers 
qui se rallachent a la question (1°.). Mais avant que d’exposer le resultat de 
notre investigation, il convient d’etablir les equalions de condition entre con- 
stantes par la nouvelle voie d’elimination qui resulte d’une fagon si reguliere 
de l’emploi des notations trigonometriques de Mr. G@udermann. L’equation de 
la courbe rapportee aux axes Dr, Dy du sommet, etant en coordonnees 


reclangles: 

X x 
„re ER 
y+i= 44.(e+e ), 


devient d’apres le texte et dans les notations de l’auteur: 





En 
y4 4.008 


La condition de la courbe, de passer par les deux points de suspension, l’un 
B —- (@ — T, u — pP + A) s l’autre A a (— t, u) ’ donnera: 


a—t1 





u— B—,=—1.808 uth—h.C08-, 


ri 2 
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d’ou: 





(a) —P = 4.(Eos ZI — Cos-) 


Mais on a aussi pour l’arc s, exprime par l’abscisse horizontale: 


X x 


: = 12.(e!—e ?) = ..Sin-, 


d’ou l’on conelut immediatement: 
a—fI 


b) 1 4(Sin + Sin). 





Or 
@a—1 


a—1 VPE EIERN RR NR WE WE 
Eos — es —=26in, Sin—, Sin —— + Gin = 26inz Cos—; 





ce qui donne par subslitution dans les equations (a, b.): 
I _ ne rn a A Biu;;;; 
-P=294.Sinz Sin; I= 2.5008 = elc., 
partant 


14 


P-P=48.5n,—l(ete !—2). C.Q. FT. 

Cette derniere egalite est identique au resultat de Porsson, exprime 
par l’equation (I.), et les deux avant-dernieres serviront a calculer #, et en- 
suite %, quand A est connu. Or nous voyons par la forme de (1l.). que si 
l’on prend: 


IR 


a 
Y=l(ete !-2), du ?—-#=2.}Y, 

et que l’on se donne diverses valeurs de « en fraction de A, on peut calculer 

les valeurs correspondantes de Y en fraclion ou en nombre fractionnaire de 4, 

de la m&äme maniere que l’ordonnee verticale d’une chainette dont l’abscisse 

serait @; ce qui est fourni par la table de Mr. Kytelwein. Ainsi, en concevant 

diverses valeurs indeterminees A,A,4, ... A, de A, et prenant successivement 


ae — mi, Mike, Bahan : :- MWuhns 
on obtient immediatement pour Y les valeurs correspondantes: 


N zu a wid rd, 


et pour yR— P)—= y(24.Y), on aura a l’aide des nombres auxiliaires 
Be 

vr—Pp%) = Yian,).ı, Yin), Yanz)da, 2. Ye2N,) An 

En inscrivant dans une m&me colonne verticale d’une table les valeurs de «, 


on inscrira dans une deuxieme colonne les valeurs correspondantes de y("—P?), 
14 * 
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de maniere que les nombres m, et 9, —y(?n,) se trouvent l’un ä cöle de 
l’autre sur une möme ligne horizontale. Dans une troisieme colonne on inscrira 
les quotients q,:n, ou les diverses valeurs du rapport y(Ü— P*):e, en ob- 
servant le m&äme ordre dans les indices. De cette facon la table se trouve 
toute formee; et par son moyen on peut resoudre la question de la deter- 
mination de A, etant donnes /, «, 9. En effet, soient !’, «', #' leurs valeurs 
numeriques actuelles; on @value le rapport y(!”— 5"): «', que l’on cherche 
ensuite dans la troisieme colonne de la table. Supposons que le nombre qui s’en 
approche le plus, n’en differe pas d’une quantit@ sensible et qu’il occupe la u'“"" 
ligne horizontale; le nombre de la deuxieme colonne aura la valeur y,.),—[, 
ce qui donne ,—!":q,, el par la premiere on obtient A, = «':m,. Cette double 
‚aleur de A, offre un moyen de contröle suffisant; mais si la valeur en nombres 
du rapport y(”— P”:«' differe sensiblement de celui de la table qui en ap- 
proche le plus. il faudra faire la correclion par les parties proporlionnelles; 
comme cela se pratique pour les logarithmes. Sous ce rapport les intervalles 
de la table de Mr. Kytelwein me paraissent assez resserres; mais elle ne 
s’etend peut-etre pas assez loin, pour qu’on puisse former par son moyen une 
table nouvelle suffisamment etlendue. En effet, en prenant les derniers nombres 
qui la terminent, savoir «&—=34, Y — 9,06766.4, on trouve Y2n— 4.258558, 
ce qui donne yYÜ— °):@ = 1,41952; ainsi en se limitant a «a=34, on ne 
pourrait resoudre numeriquement que les questions dans lesquelles le rapport 
de yP— P):e, ou celui de !:« pour ?==0, ne surpasserait pas 1.42 au 
plus. Mais il ne serait pas bien long de pousser plus loin la table a former; 
car en mettant l’equation (].) sous la forme 


a « 
yr—P) = Met —e *), 
on attribuera au rapport @:A, a partir de 3, des valeurs croissantes jusqu’a 
une limite superieure pour laquelle la valeur correspondante du rapport du 
premier membre avec « soit plus grand que la plus grande valeur pratique 
de ce rapport: on calculera les valeurs correspondantes de y(!’— P?),en parties 
de 4, et celle du rapport de la quantit& radicale a «, et l’on inscrira ces 
nombres obtenus une fois pour toutes, dans la table ä former, et que l’on 


peut prolonger aussi loin qu’on veul. On peut faire remarquer encore que 
la question pouvant @ire resolue approximativement par la formule (II.) dans 


h a3 "—P) ,. es 
tous les cas de / tres peu superieur ä «, ou de 4deiid tres peu different 
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de l’unite, il est inutile de faire commencer la table ä une tres pelite fraction 
de A: car en prenant par exemple, «= 0,50.4, on a 





Ye — 9) = y(2n.1)— 0,50525.1, ZA — 1,01046. 


Or ce dernier rapport reste encore assez pres de l’unite, pour permettre de 
determiner 4 par la formule (II.), ou par ceite autre, 5 etant quelconque: 


3 





LE & 
d.) A828 — SUP Ze’ 


a* | 
er “33.45 e 
qui pour &—= 0,5.) vaut a peine quelques cent-milliemes. Il est clair d’ailleurs 





puisque la plus grande quantit& qu’on y neglige est le terme en 


que cette limite inferieure de « en fraction de A, depend du degre d’approxi- 
mation qu’on veut obtenir dans les resultats. Quand une fois on a calcule le 
parametre 4 par l’une des formules (II.), ou par la table ainsi construite, on 
fera usage de la formule (III.) pour en deduire la plus grande fleche x ou 
l’ordonnee verticale du sommet. En la resolvant par rapport ä celte derniere. 
on en lire: 





PP — +44 | \ 
u HT) HA, 


ce qui suppose toujours que le second point de suspension B soit inferieur au 
premier A, et que % marque la distance verlicale du sommet a l’horizontale 
passant par A. Dans le cas contraire il sulfit de changer le signe de 9 
dans la valeur de w. La table doit donner, a cöte de la valeur du rapport 
ye—PP):e, celle yÜ—p?) —= m.ı, partant ?—P°—=m’i, et il vient pour u: 


[V.) em +) — A+4ß; 


et ceite derniere formule est sans doute la plus expeditive dans le calcul de: 
la fleche «. Enfin voici une derniere remarque qui nous parait encore utile. 
En reprenant l’equation (I.) sous la forme 


PR = 48.&in(—), 


144 . 
et posant > — u, on la transforme en celle-ci: 





«= Mer), 


En y considerant les quantites /, ?, comme des donnees fixes ou arbitraires, 
on peut attribuer ä « des valeurs plus ou moins resserrees 4,, Ur, Is ».. 
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L’egalite precedente donnera les valeurs correspondantes de «: @,, &, @,.. 
en parties de y(l?— P)., savoir: 


= yYP-P,a—, By) e—, etc. 


On formera une table a deux colonnes dont la premiere contient les valeurs 
de u, et la seconde les coeffieients correspondants de y(’— P?); ainsi If, P, « 
elant donnes en nombres, on divisera « par la valeur numerique du radical qui 
en resulte; on cherchera le quotient g, dans la seconde colonne; et le nombre 
[74 

2,’ 
et parsuite 4. Enfin on pourrait aussi se borner ä une seule table propre 
a donner les solulions numeriques des divers cas particuliers compris dans les 
questions (2°. et 1°.) enoncees d’abord. La premiere colonne qu’il faudrait con- 
siderer comme exprimant le rapport f:2, ou celui de «:, renfermerait diverses 
valeurs de ce rapport plus ou moins resserrees; la seconde renfermerait les 
valeurs correspondantes de #:A; la troisieme les rapports #:; la quatrieme 


correspondant «, de la premiere colonne fera connaitre le rapport actuel de 


ferait connaitre les valeurs Y(’— P°):A, correspondantes aux nombres de la 
premiere, consideree comme exprimant le nombre &:A; la cinquieme donnerait 
les rapporis de y(Ü—P):e; el selon qu’il s’agirait d’un cas particulier relatif 
a la question (1°. ou 2°.), on ferait usage des colonnes (1.4.5), ou de celles 
(1,2, 3). Pour alteindre a ce but, il suffirait de prolonger encore quelque 
peu la table de Mr. Eyteiween, et d’y ajouter les quatrieme et cinquieme co- 
Ionnes dont il s’agit, en suivant la marche qui a ele indiquee d’abord. 


$. II. 


Remarques sur la tension dynamique des cordons. 


Comme il s’agit une fois de cordons, il nous parait utile de presenter 
quelques observations, concernant leur tension dynamique: 


„Lorsqu’un cheval Iraine, dit Porsson (t. Il. page 6) un fardeau sur 
„une route, et que le mouvement du systeme demenre uniforme, l’effort du 
„cheval, parallelement a la route, est egal au poids decompose suivant cette 
„direclion, plus le frottement. Il est constant quand l’etat de la route et son 
„inclinaison ne varient pas, si on le suppose transmis par le moyen de plu- 
„sieurs cordons paralleles entr’eux et a la route, et l’effort total sera egal 
„a la somme des tensions de tous ces cordons. Linclinaison et l’etat de la 
„route restant les m&mes, si les eflorts de l’animal augmentent, ou diminuent, 
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„le mouvement du systeme s’accelere ou se ralenlit, sans que les tensions 
„eprouvent aucune variation.” 


Celte derniere assertion de l’auteur est inadmissible. En effet, pour 
fixer les idees, supposons qu’il n’y ait quun cordon. Soient #', l’effort 
exerce, (@ le poids du fardeau, J l’inclinaison de la route ä l’horizon, f' le 
coeflicient du frottement, ce qui donne pour le cas d’un mouvement uniforme: 

F = 0.sinI-+f.0.cos1; 

et la tension du cordon se mesurera indifferement par l’une ou l’autre des 
forces qui agissent a les deux extremites. Ce principe subsiste encore dans 
le cas du mouvement variable, et la tension 7’ a chaque instant devra se 
mesurer indifferemment, soit par l’effort moteur #' agissant a la premiere ex- 
tremite A, soit par la resistance qui agit ä la seconde extremite B. Soit dv 
l’accroissement momentane de vitesse pendant l’element d/ du temps £ apres 
lequel la vitesse acquise est 9, on aura @videmment l’equalion 


RE . If er 0 dv 
FE = OsinI-f.OcosI- vr 


puisqu’aux deux forces Osin] et f.Q.cos] s’ajoule maintenant une reaction 


d’inertie Ta ce qui donne T= F'= etc. 


Mais il est manifeste ainsi que la tension du cordon dans le cas d’un 
mouvement accelere, est superieure ä celle qui a lieu dans le mouvement 
uniforme, ou dans le simple etat de l’equilibre stalique, tandis que celle du 
mouvement retarde est au contraire moindre; ce qui se congoit encore une 


dt 
quantite en elle-m&me negative. Quand on veut raisonner d’apres le principe de 


2.1 u. ui Ya Pie ' 
fois directement si l’on considere qu’alors la force d’inerlie ee; devient une 


dWAlembert, il faut avoir soin de reconnailre ce que l’on y nomme trop va- 
guement la force perdue. Or la force perdue est invariablement celle qui 
repond ä la quantit€ de mouvement detruite en chaque instant par suite de la 
liaison des parties du systeme. Mais si le cordon &tait coupe pendant l’in- 
stant di, le corps @ prendrait une vitesse descendante gsinZ.d’/; donc puis- 
qu’a l’etat de liaison il prend l’accroissement ascendant dv, il s’ensuit que la 
vitesse perdue momentanement est gsin].dt--dv; ce qui repond a une quan- 
tite de mouvement detruite, 


Osin I.dt de, 
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et ä une force detruite 

dv 

dt’ 

et cela ramene a une valeur exacte de la tension pour le cas oü l’on suppose 


'@ 
Qeind+ 


le frottement nul. S’il fallait une fois tenir compte de celte derniere re- 
sistance, l’emploi de la methode de d’Alembert offrirait un nouvel embarras. 
outre l’erreur ä laquelle on s’expose en estimant inexactement une force 
perdue. Mais cette assertion de Porsson ne peut-etre altribuce qu’a un mo- 
ment d’oubli, parcequ’un peu plus loin l’auteur evalue exactement la tension 
des cordons, en traitant l’exemple du mouvement de deux corps pesanls, 
poses sur deux plans inclines de meme hauteur, et lies entr’eux par un fil 
inextensible, passant sur une poulie de renvoi dont le centre se trouve au 
sommet commun des deux plans (Voir t. I. p. 657. fig. 81 et t. II. page 10). 
Toutefois cet exemple m&me donne encore lieu ä quelques observations qui 
sont utiles dans le cas general oü l’on voudra tenir compte de la force 
d’inerlie de la poulie qui supporte le cordon. A cet effet je reprendrai le 
probleme dans son enlier. 

Soient (Fig. 3.) A la hauteur commune des deux plans, /, 2’ leurs 
longueurs, ng, m’g les poids des deux corps correspondants. Pour fixer 
les idees, on peut supposer que le poids n.g qui s’appuie sur le plan 
AC — !, Il’emporte sur le poids .g qui s’appuie sur BÜ =!" et 
qu’apres le temps /, compte de l’origine du mouvement, le systeme a pris la 
position G@IKH; que le corps mg a acquis la vitesse descendante v, tandis 
que le corps mmy a acquis une vitesse egale mais ascendante sur son plan. 
Pendant l’instant d? qui succede au temps /, les deux masses m, m’ gagnent 
les accroissements de quantit& de mouvement mdv, m’dv; ce qui occasionne 


en @ de @ vers / une reaction d’inerlie mesuree en grandeur et en direction 


dv dv 


ar — m-— , et au poi 1e reaction mesuree par — m - — 
pi 7g; et au point H une reaction mesuree paı er 


h 
lieu, nous avons aux points @, H respectivement les forces aclives MIT ; 


. En second 


h 
et — ng‘. En outre, pour un accroissement de vitesse momentane dv des 


deux poids, toule molecule du de la poulie, situ6e aA une distance A de l’axe 


ou du centre de rolation C, prend un accroissement de quantit& de vitesse 
ri r ” [4 2 
du.dv—;; ei reagil par consequent avec une force tangentielie 
dv Adu 
d R 
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. . ‚ . dv 
Ainsi son moment de reaction autour de l’axe en €), aura la valeur — Ri :4.du, 


et la somme des moments des reactions de tous les elements materiels de la 
poulie sera par consequent: 


 yE 2. du. 


Et comme l’equilibre doit subsister entre les forces actives de toute espece 
et les reactions d’inertie des diverses masses du systeme, par le moyen de 
l’axe fixe, il faut que la somme de leurs momenis relatifs a l’axe, soit nulle: 
c’est ce qui donne Ben 
h ! z ‚Sa Sıdu 
mg: — RB —ın'y: mm) R—-— 
97 9 SR — (m r R Be en 


et en divisant tous les termes par R, et faisant remarquer que le rappor! 


— 0, 


Sidu: R’ doit equivaloir a une certaine masse reduite w,. ce qui revient 
a poser Si’du: R?— u,,. on obtient: 
dv h 58 u 
EA (my my): m--ım + u); 
ce qui fait connaitre la vitesse, et ensuite l’espace deerit. 

Mais c’est la question de la tension des cordons qui doit ici fixer notre 
attention. A cet effet je fais remarquer, qu’abstraction faite de son poids et de 
sa masse, comme quantites insensibles, le premier cordon @J doit, a l’etat 
de mouvement, eire soumis Aa ses extr@emites A deux forces egales et con- 
traires. dont chacune exprime sa tension T'. Or la force qui sollieite l’extremite @ 


est manifestement la force relative mg. 4, diminuee de la reaction d’inertie 
de la masse m, puisque celle-ci a lieu de @ vers J/; ainsi l’on aura: 
h dv 
T = mg: y sereesahr "1% 
et la valeur de 7 est ainsi connue, puisque l’on connait dejä z par les don- 
nees immediates m, m’, 9, I, U, Ah, u,. De mäme, la force qui sollicite l’ex- 
trömite H du second cordon KH ä l’extremite, etant le poids relatif m'g. 


augmente de la reaction d’inertie de m’, on obtient sa tension T’ par l’equation 
dv 
ER 
T'= m'y: tm. 1° 


dv . 
dans laquelle on n’a qu’a substituer la valeur de 7, obtenue. En calculant 


ainsi 7, T’, on reconnaitra aisement que la tension 7’ du premier cordon est 
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superieure a celle du second; mais ce fait &tait facile ä prevoir sans calcul. 


2 w dv 
En effet, outre les forces resistantes mr; 


poulie se transmettent en /, en sens contraire de la puissance relative, il ya 


mg, qui par le moyen de la 


les forces de reaction des molecules inertes de la poulie qui viennent ajouter un 
sureroit incessant de force resistante w; ce qui donne en J une resistance totale 


| ME ‚dv 
(s.) mg m ErP 


et c’est cette somme qui doit valoir la tension 7’ du premier cordon, ou la 


h dv u er r i z 
force mg — — m-—. Pour verifier cette maniere de voir. il suffit d’evaluer 
97 dt 3 


convenablement la force w düe aux reactions des molecules de la poulie. 
Or la molecule du, situee en un point quelconque de la circonference 2/T.A, 


. r . . “ dv = . 
oceasionne une reaction d’inertie gr du; pourvue d’un bras de levier A, 


R.c 
el qui equivaut a une force dw, en J, donnde par l’equation 
du\ A’.du 
u er 
d’ou resulte: 
do\ Si®.du dv 
v=(7 u u = U;. m) 


Ainsi la quantite ı est l’&quivalent de la reaction d’inertie d’une masse u,, 
censee concentree au point de contact de la poulie avec le cordon @J. Ce qui 
confirme d’ailleurs ce moyen de recherche directe des tensions, c’est qu’en 
substituant la valeur de w dans la somme marquee (s.), et egalant le resultat 


h dv j an; i ’ a 
a mg. —ın.(7); on retrouve une &quation differentielle, identique ä celle 


que l’on a trouvee d’abord par la voie directe du principe universel de l’equi- 
libre entre les actions et les reactions. Ce principe est la vraie genera- 
lisation de la loi de la reaction, toujours egale et contraire a laction, et 
on le remplacerait bien difficilement dans la mecanique appliquee par la 
methode plus analytique d’Euler, de D’Alembert ei de Laplace, 
laquelle est plus particulierement propre aux applications de la ınecanique 
celeste. Ü’est ce que je me propose de faire voir A une aulre occasion. 


Bruxelles, le 1. Fevrier 1853. 
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8. 


Reduction der Bewegung eines schweren, um einen 
festen Punct rotirenden Revolutionskörpers auf die 


elliptischen Transcendenten. 


(Von Herrn Dr. 6. Lottner, Lehrer der Mathematik und Physik an der höheren 
Bürgerschule zu Lippstadt. 





C. @. J. Jacobi hat in seiner berühmten Abhandlung im 39. Bande 
dieses Journals die Rotationsbewegung eines beliebigen Körpers um einen 
festen Punct, wenn keine beschleunigenden Kräfte darauf wirken, bestimmt; 
und zwar so, dafs alle zur Kenntnifs dieser Bewegung erforderlichen Gröfsen 
explicite durch die Zeet ausgedrückt sind. Er fand, dafs die Bewegung aus 
zwe? periodischen Bewegungen zusammengesetzt sei, deren Perioden im All- 
gemeinen unter einander incommensurabel sind. Man erhält davon eine klare 
Vorstellung, wenn man, anstatt die &- und y-Axen in der unveränderlichen 
Ebene als fest anzunehmen, denselben in dieser Ebene eine gewisse gleich- 
förmige rotatorische Bewegung giebt. Dann werden die neun Cosinus, welche 
die Richtung der Haupt- Axen des Körpers gegen diese beweglichen Axen 
bestimmen, zu periodischen Functionen der Ze. Auf ganz ähnliche Weise 
läfst sich auch der Fall behandeln, wenn ein schwerer Revolutionskörper um 
einen Punct seiner Umdrehungs- Axe pendulirt. Diese Bewegung ist alsdann 
aus drei periodischen, im Allgemeinen unter einander incommensurabeln Be- 
wegungen zusammengesetzt. Eine Einsicht in dieselben wird auf folgende 
Weise erlangt. 


1) Man gebe, eben wie Jacobi, den in einer horizontalen Ebene be- 
findlichen festen Axen der x und y eine gleichförmige Rotation in dieser 
Ebene, im Sinne der anfänglichen Bewegung des Körpers, d. h. man setze 

cos Pit—t)—ysin P(t—1,) statt z und 
ycos ?(t—t,)+ xsin ?P(t—1,) statt y, 
wo # eine von der Zeit 2 unabhängige Constante ist. Nach Verlauf der 


Zeit - werden so die Axen wieder an derselben Stelle sein. 
15 * 


w 








ID 
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2) Man gebe den Haupt-Axen (den Axen der x, und y,) um die 2,- Axe 
(die Umdrehungs-Axe) eine zweite gleichförmige Rotation, d. h. man setze 
2,cosPp(t—L,)+y,sin$(t—1,) statt x, und 
y,cos$p(t—L,)—z,sin$p(t—1t,) statt Y,. 
wo D eine zweite Constante ist, von deren negativem oder positivem Werthe 
es abhangt, ob die Bewegung in demselben oder im entgegengesetztem Sinne 


u : ., 2 
wie die der z- und y-Axe geschieht. Nach Verlauf der Zeit r werden 


die beiden Haupt- Axen relativ an derselben Stelle sein. 


3) Nach diesen Annahmen werden die neun Coöfficienten, durch welche 
die Stellung der beiden rotatorisch beweglichen Haupt- Axen und der festen 
Haupt-Axe der 2, gegen die ebenfalls beweglichen z- und y-Axen und 
die verticale z-Axe bestimmt wird, zu periodischen Functionen der Zeit; 
d.h. wenn man 

% = ac-+bdy-+ez, 
Yı= dıe-+by-+cz, 
3 = W"c+b"y-+ c"z 


! 


setzt, so sind @,d,c, a,b’, cC, «@’, b’, ce’ Functionen der Zeit, die eine 


sewisse, näher zu bestimmende Periode T' haben. 


Hieraus zeigt sich, dafs, wenn man die Positionen des beweglichen 
Körpers während einer begrenzten Zeit T kennt, alle zukünftigen und 
vergangenen Positionen leicht abgeleitet werden können. Es sei z. B. die 
Position zur Zeit 2 gegeben, und man soll die zur Zeit £+:T', (wo 2 irgend 
eine ganze Zahl ist) Statt findende Position angeben: so drehe man den Körper 
um die s-Axe (d.h. um die Richtung der Schwere), um einen Winkel zwT'; 
sodann drehe man ihn um die 2,-Axe (d. h. um seine Umdrehungs - Axe) 
um einen Winkel —@BT: beide Drehungen mögen in demselben Sinne wie 
die anfängliche Bewegung des Körpers geschehen. Alsdann wird man die 
verlangte Stellung haben. Die entgegengesetzte Rotation ist anzuwenden, 
wenn die zu der Zeit #—:2T' gehörige Position gesucht wird. 


Bestimmung der neun Cosinus durch die Zeit, mittels der elliptischen Functionen. 


Im Folgenden werden wir uns überall der Bezeichnungen von ‚„Poisson, 
Mecanique.” (Tome Il. $. 425 — 429) bedienen. 

A und C seien die Trägheitsmomente in Bezug auf die x,- und z,-Axen. 

M sei die Masse des Körpers, g die Schwere, My—=P. 








TE 
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y sei die Entfernung des Schwerpuncts von der x, y,-Ebene; 
n die Umdrehungsgeschwindigkeit parallel mit derselben Ebene: 
! das Moment der Gröfsen der Bewegung in Bezug auf die verticale 
Axe der 2; 
h- die bei Bestimmung der lebendigen Kraft vorkommende Uonstante. 
Cs %, &, seien die drei Wurzeln der cubischen Gleichung 
(2APys+ AR) A— E)— (On— 1} — 


wobei zu bemerken, dafs —«, >1 ist, und «, und «, zwischen —1 und 














+1 liegen. 
k, der Modul aller vorkommenden elliptischen Functionen, sei — =y ee ' 
PTR |. Ve... 
| 70, 
ae ie a s vr. Ve RE wen 
sin’am24, — zer sin’am (24, + ÄK) = sin’ coam 2a, frz 
wo i—=y-1, K=-/ 7, Ir 
oder 
yo) Ja —ar 











B = f @,—la, 0X . -/” l—a, Ir | 
nr vA—ar)ya—Rxr)’ er. vAa— 2)yA—R°r) 


wm yv(& (4, — %)). m(t— I) =u. 

H und © seien die von Jacobi eingeführten Transcendenten. 

HGa+0)+K)HAlt(a— w)—K)—=D 

O(u—ia) = A, O9w+iua) = PB, Ouw— ia. — K) = 
9(u-+2m,-+K)—=B" Dann erhält man folgende 


Tafel der neun Cosinus: 
1 H:ia (B"?+ 4") — H’(ia, + K)(B*+ 4%) 

















2D J? u y 
r_ 1 Hia(B"t— A)— H’(ia, + K)(B’— 4%) 
ws 2iD J? u P 
» — __A Hia(B"— A")+ H’(a,+ K)(BP— 4") 
2:D J’u I 
b' a 1 H’ia, (BD — 4"?)+ H’(ia,+ K) BA) 
2D u 
ce — _ Hia,H(ia,+K) B'B'— AA" 


D "u u 











114 8. Lotiner, über Rotationsbewegung. 











» __ ._ Hia, H(ia,+K) B'B"+4'4" 
Fa iD u ’ 
»__ HiaH(a,+K) B'4"— AD" 
j d' — er £ Er 
u Hia, H(ia,+K) B'A"+ AB" 
di iD ’u 3 
„_. 4 HiaB"A'"+H’ia+K)BA 
= O’u 





Die Gröfsen 7 und &, von denen die Bewegungen der Axen der z, y und 
der z,, yı abhangen, ergeben sich durch die Formeln 

















we ö.logHia, , 8.log H(ia, + K) 
7 = m | da, T da, ]. 
pn __ »(4—C) _,„[9-logHia, _.logH(ia, + K) 
7 —m| 30, — Du, | 
Beweis. 
I. 


Die neun Cosinus lassen sich bekanntlich, wie folgt, als Functionen 
dreier Winkel 9, w, g ausdrücken: 


a — cosIsinysing-+coswcospy, a’ — cosFcosysiny—sinycosy, 


a — — sinYsinY, 

b —= cos#sinwcosp—cosysing, b’—= cosFcosysinp- sinysing, 
b" = — sinF#cosy, 

ce — sinF#sin y, ce — sin#cosy, 
ec" —= 008%. 


Die geometrische Bedeutung von p, 4, y möge übergangen werden, 
da sie von Euler, Poisson und Jacobi genugsam dargethan ist. Die dyna- 


mischen Diflerentialgleichungen des Problems lauten bei Poisson am ange- 
führten Orte wie folgt: 


On cos$ — As" 93 — I, 





ot 
di.) A(sin 3% +57) — 2Pycos9-+h, 
2 = n+ cos. 


Die Elimination giebt hieraus, wenn (2 APy cos9-+ AA) sin’9—(Uncos9—I)’ 
durch & bezeichnet wird: 
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_. fAsind® CGncs#—l 09% 

a a 7; Ze ae: u SE 
_. n(A—() Cn—lcos# 0% 
a EM)-, sn$  yR 


y, und 9, sind die zur Zeit 4, Statt findenden Werthe von w und y. Aus 
der ersten Gleichung ist $ als Function von Z zu bestimmen, und dann geben 
die beiden andern Gleichungen w und g als Functionen, zunächst von 9, mit- 
hin auch von £. 


Man setze cos# ==, so ergiebt sich: 





= —/- AaE _— Aos | 
: YvL@APYS+ AR) A— E)—(En$—N?] vK 

Um dieses Integral auf die bekannte Form der elliptischen Functionen 
zu bringen, ist es nöthig, den Ausdruck dritter Ordnung unter der Wurzel 
in seine drei Factoren aufzulösen. Dieselben müssen alle reell sein. Um 
Dies darzuthun werde zunächst bemerkt, dafs & für reelle Werthe von & 
immer reell und stetig ist. Die Grenzen, zwischen welchen $=c0s 4 liegen 
kann, so dafs für 9 reelle Werthe Statt finden, sind +1 und —1; für diese 
Werthe von 5 wird der Ausdruck respective zu —(Cn—D’ und — (Un--B)), 
also beidemal negativ. Er mufs aber, während 5 sich im genannten Inter- 
valle bewegt, jedenfalls eine Zeit lang positiv sein, denn sonst würde yYR 
und in Folge davon 7, imaginär; was der Natur des Problems widerspricht. 
R mufs also, während & von —1 bis +1 wächst, zweimal durch Null gehen: 
also mufs die Gleichung R=0 zwei reelle Wurzeln haben, welche die Co- 
sinus der gröfsten und kleinsten Werthe von 9 ausdrücken. Daraus folgt 
von selbst, dafs die dritte Wurzel von R=0 ebenfalls reell sein mulfs. 
Sie kann ferner nicht positiv und nicht gröfser als 1 sein. Denn dies könnte 
nur Statt finden, wenn R für positive Werthe von 8, die gröfser als 1 sind, 
durch Null hindurch vom Negativen zum Positiven ginge. Dann müfste aber 
R nothwendigerweise zum viertenmale, durch Null hindurch, vom Positiven 
zum Negativen gehen, weil es für &<—=-+», —»x wird. Eine vierte Wurzel 
ist aber nicht möglich. Ferner kann die fragliche Wurzel nicht zwischen —1 
und +1 liegen. Denn ginge R zum drittenmale für dieses Intervall von 5 
durch Null, so müfste Dies ebenfalls noch einmal geschehen, weil A sowohl 
für 5=—1 als für &—=+1 negativ ist. Es bleibt daher nur übrig, dafs 
die dritte Wurzel negativ und gröfser als 1 sein mufs. 

Um die drei Wurzeln aus den Coöfficienten wirklich darzustellen, 
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seize man: 
Ah -- 0°’n” 
2APy 


Uni Akh—!’ 
a, Pr Tu m: 
Y,— su, — U, i 

Vr’ 








Re RI aN, DE° 





r=m-T da, 008X= 


Dann erhält man für die cubische Gleichung 


un — ru, — 0 
die Wurzeln 
(= 2yr cos4x — Wh, 
3.) (= —Ryrcstn+r2)— u =0,, 
B —= — jr cos4(n — r)— u = 0; 


Da die Differenzen 


4yr cos4{n + 2r)costz, 


\ 


%—0; — 4yrsintrsindn 





immer positiv sind, weil & immer unter rn liegend angenommen werden kann, 
also Hn+2z) und 4x unter 4 liegt, so folgt, dafs «, die zuletzt besprochene 
Wurzel ist und $= cos’ immer zwischen «, und «, liegen mufs, um reelle 
Werthe für Bi zu geben. 

Um nun das elliptische Integral 


t—I, = 











- or SI g—a, nr: @,)| 


auf die Normalform zu bringen, setzt man bekanntlich 





0—S 2 2 a.—a, _i—yilgıı 


— 6) 
ze 


a, —ı, „—a, Atyvstiete 








Dies giebt 


—/- >° EEE. fi er 
I (&— @,) EEE —«,)] v(@a, —@,). vi1—:”)y(1—k’z?) 


. 











x /d 
Führi man zur Abkürzung 5a 0)) = m, m(t—It,) = u ein, 50 
ergiebt sich: 

(4) cos$=—= u, — (d, — )2’ — & — (td, — ,)sin’amu. 
Mithin wäre $ explieite durch die Zeit ausgedrückt. 


Es zeigt sich hieraus die periodische Natur von 9. Es bleibt sin’am « 


ungeändert, wenn zum Argumente die Gröfse 2K hinzukommt, also wenn 
>) ‘ 


2A r s 2 i 
’ um =. wächst. Nach Verlauf der Zeit T-- wird also die Umdrehungs- 





En 

= 

= 
2 
ji 
25 
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Axe des Körpers denselben Abstand von der Verticalen haben. Wenn 9 
von seinem kleinsten bis zu seinem gröfsten Werthe wächst, d.h. wenn cos 9 
von co, bis «&, abnimmt, so wächst u von O bis X. Die Zeit also, in welcher 


+ dieses Intervall durchläuft, ist 4 T. 


11. 


+ 1 } ; 4 
Da TR = OU ist, so hat man zur Bestimmung von % die Gleichung 


a "Cneos®—l 2, _ 1 yi GRn—l  _On-i ) . 
PTm— nA sin?" u V. 1—c0os® 1tc0sa/ 0% 


oder nach (4.) 























5) ww) 2mA— Hr! AR = m. . 
| ee; ER a — sin’amu Bemr, 4% 7—-sin’am u 
2 a, 1-+e, 
= ist eine positive Gröfse; 2: ist ebenfalls positiv und <1, 4 war 
1— a, ’ 1+e, 


gleich are da aber —c, nach dem Vorhergehenden —>1 ist, so ist 
u ran 
Fe 


auf die Jacobische Form der elliptischen Functionen dritter Gattung zu bringen, 
(S. Fund. nova $. 60. pag. 170), 


= —k und <1. Man mufs demnach, um die vorstehenden Integrale 


a, —& 








A - — — ksin’amia, = — k’sin’e,, 

(6.) 
U a, ri . ° 
gm — k’sin’am (ia, + K) = A” sin’ coam ia, —= k’sin’ e, 


setzen. Aus diesen Formeln ergeben sich leicht die folgenden: 














— a. —u x 1— eo 1—e 
ins = — 7 0085&4=1 ’, deı=; £ 
ER a —0 1+. 1-te, 
sin? &, — am =. te, Se, = 
1 1 


Nach Substitution der Ausdrücke (6.) in (5.) nimmt letztere Gleichung fol- 
sende Gestalt an: 











en te —)) (Cn—I)sine, eh cose, Se, sin’am uou 
8.) W-w2mA = den; = )cose, fe, k*sin?e, sin’am « 


25 us )sine, _fhsn8 cos, de, sin’amucdu 
(1-+@,)cose, Je, k*sin*e, sin’am u 
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Es ist aber 








sine, 9 Vv(@,—@,) 
i1—a)cose ds „vI-M-e«,)(l—e,)(1—e,)|? 
sine, u v(a, —a,) 








(1+@,)cose, de,  vYli+a)t+a,)(i+e,)] 
Berücksichtigt man ferner den Werth von z” und macht von der Jacobischen 


Bezeichnung Gebrauch, so verwandelt sich (8.) in: 


Une, — Cn—I 

Das 22 n7 v2 APy)y|)— (1—e,)1—a,)(1—e,)] 
Cn-+1 

v@APy)yl(i+e)(i+e,)(1+e,)] 


I) v-y= 








IT (u,ta,) 








-II(u,ia-+K). 
Die Grölsen 

y (2APY) 1 —-G— «)1— %)(1—@,;)] und v2APy)y[(1-+ %)1+0)(1+ 03) ] 
erhält man, wenn man in yB statt 5 respective +1 und —1 setzt. In diesen 
Fällen wird die Wurzelgröfse zu &(Cn—!) und —?(En--I); also ist das Resultat: 








J — HM f . 1 . 
v—y, — es Je + . II(u,:a,)-+ Il, 2a, K). 
Nach der Formel der „Fundamenta 52. S. 146” 


ud.log9a |, | 9(u— u) 
da  t3log O(uLa) 





II(u,a) = 





läfst sich die Umwandlung 
(10.) a be Cna tu ie ne 0. Hzen 


1— a? mA 


1 9 (u—ia,— K)O(u—ia,) 
r 8 Olutia,+K)9(u-+ia,) 


na —I . 
machen, und es mufs noch das Glied er näher bestimmt werden. Be- 











zeichnet man die Wurzelgröfsen in (9.) mit R, und R_,, so ist 
—2ıl=y(2APy)(R,+R_) 2iCn = y(2APy)(R, — R_), 
2% (Cne, —D)= y(2APy) {1 +0) RB, +(1— 0.) R_}, 
2i(Cna, — |) Ne : — | 
(1 — ei)Y(2APy) y(®,—«,) ba, vie, —@,) ern Tr I+e, 
cosamia, Jamia, : cosam (ia, + K) fam(ia, +#$) 
sin am iq, sinam (ia, +‘) 








Es ist 





dog 
cosamadama _ O.logsinama __ ° da 
ui: _ 











sinama da 
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folglich 
a ES [3 Bere nee,) , Sog) —OGe, + K)] 
1— a? Re. da, da, | 


Addirt man dieses Glied zu dem andern in % multiplicirten in (10.), so heben 
sich die © Functionen weg. Man setze hierauf zur Abkürzung: 


0.log Hia, LE H(ia,+K) ’ 
Der TER FIR v-ntFl-N=V, 


so erhält man: 





b 1 9(u—ia,) 9(u—ia,—K 

(11.) y-'7 „log man ee due 
Hieraus zeigt sich, dafs der Winkel y aus einem der Zeit proportio- 
nalen und einem periodischen Gliede besteht. Nimmt man also, wie in der 
Einleitung bemerkt, an, dafs die Axe der x und y nicht fest sei, sondern 
eine der Zeit proportionale Umdrehungsbewegung habe, so dafs sie in der 
Zeit 2 den Winkel w£ beschreibt, so läfst sich in die neuen Cosinus statt des 

Winkels w der Winkel w' einführen. 





2 r ; 
Wenn u um 2K, oder ? um HM T' wächst, so vermindert sich 


um ar oder um T'.7, da die Gröfse unter dem log denselben Werth 


behält. w’ hat also eine Periode von der Weite T. 
Aus der Gleichung (11.) ergiebt sich leicht: 
Ilu—ia,)9(u—ia, —K) 
9utia) 9u+tia+K) 
uria,) uia, +K)+O(h—ia)I(u—ia, Pen 1 


rapt 
Br 











cosy — + —ayN 
siny' — _ Yutia)X mt (u—ia,) u — u 
wenn 
N = O(u-+ ia) (u ia)9(u-+ia+K)O(w—ım,— K) ist. 
II. 


Man kann auch, mehrerer Gleichmäfsigkeit wegen, mittels der in (7.) 
gegebenen Werthe der «, den cos durch die © Functionen ausdrücken. Es 
ergiebt sich: 

















sin?’e +sin?e 2sin?e 2H’*ia, 9(ia,+K) 
=, IHt=-- I — mar R 
sin’e —sin*e, sin’e —sin?e, H’ia, 9a, + K)— Y*ia, H’(ia,+K) 
1 a a ERBEN 2 H*(ia, + K)O*ia, 
a ET inte sine, Hin O'Ga,+K)— O%a, H*(ia, + K) 


16 * 
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Nach der Formel 


FHuov — O’uH?o 
9?0 





Hou-+v)H(u—v) = 


(21. S. 175 der „Fund.”) lassen sich diese Ausdrücke auch folgendermafsen 


schreiben: 
2 H’ia,O°”(ia, + K) 








12.) + 90 Hli(a+a,)+K}Hli(a—a)—K}’ 
um + 2 H’ (ia, + K)O’ia, i 
ei 90 Hiika+a,)+K}Hlika—a,) — KR} 
Ferner 
.n® _n2 2 ain? mn? 
084 — a, — (&, — @,)sin’am u — ana & ben DER, I din un sin’ am u 





sin’e —sin?e, sin’ —sin’e, 


sin*e, (1—k”sin*e, sin*am «) +sin*e, (1—h*sin*e, sin’amu) 
sin’ —sin’e, 





Durch Anwendung der Formel 


ua 


2 
O0 ) .(1—k”sin’amasin’am %) 


Hu+a)ow—a) — ( 


(3. S. 152 der „Fund.”) erhält man hieraus: 


(13) ce" = cos 


1 [ee ie >) 
Hii(a+a,)+ K}Hli(a—a,)—K! ou 


H?’ (ia, + K)O (u -+ia,)O(u—ia,) ] 
r u 








Um die Coöfficienten e und ec’ zu bestimmen, mufs auch sin durch die 
0 Functionen ausgedrückt werden. Man erhält 


sin? — (1— 0084) (1-+ c0s4) —= (1— a) (1—K° sin?e, sin’am u) (1—k°sin’e, sin’am %) 
— 1—- )—— u s 
ta, 9’(ia, + K)O'u 

Asin*e, sin’, O*’0N 
(sin?s —sin’s,)’” O*ia,O’(ia, + K)O'u ’ 


nach der oben eitirten Formel: 








folglich, mit Benutzung von (12.): 


2i Hia, H(ia, + K) vN 


II Fa FRIHNa— RT On 





Durch Multiplication von (11. und 14.) erhält man für die Werthe von e und ec’: 
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Hia, H(ia, + K) 
Hii(a+a,)+K}Hli(a—a,)—K) 
Kutia)Olu-tia, +K)— Hu—ia)O(u—ia, — K) 


ce = sind sin w — — 














(15.) u 
"a UR iHia, ii 
üb ne , er rad 
„ Autia,) lu+ia +K)+9( u u—ia,—R) 
u 


IV. 
Wir wenden uns nun zur Bestimmung des Winkels y. Derselbe war 
durch folgende Gleichung gegeben: 


.. n(A—C) Cn—lcos# 0% 
a A (E—1,)+ sin’ "YR 


Nach einigen Umformungen, die denen in (Il.) vollkommen analog sind, nimm! 
die Gleichung die Gestalt 


ae .. n(A—6C) 1  Gn-+I r Un—I 
ini A tt are mA “ :/ am | ee) nr 

















oder 


A—(C)ı l 
—Yy = un at aut —II(u, ia) — IT u,:@,-+K) 


an, so dafs also der Werth von %, in Hinsicht des Gliedes welches aus 
elliptischen Functionen dritier Gattung besteht, nur durch das mittlere Zeichen 
von dem Werthe von w sich unterscheidet. Es folgt weiter: 


——. [frn(4—6C) Gn— la, 9.log®ia, | 9.logO(ia, + K)],, 
Au FE mr U | mA + ea Tr da, 


1 u—ia)lu+tia,+K) 
+ 2718 Su Fin)Om_ia, +K) 


Durch eine ähnliche Rechnung wie in (IIl.) findet man ferner: 











Cn— la, cosamia,damia, cosam(ia,+K)dam(ia, + K) 


(1— a!)mA isinamia, isinam (ia, + K) 
Hia 3.1 H(ia,+K) 


























(18.) < ER mn RR 08 9(ia,+K) 
u da, . 
ud R,— R_, __ cosamia, damia cosam(ia,+K)dJam(ia,+K) 
! (1—0,) a 52 * 7 . 
ua 2 —a,) isinami«, isinam (ia, + Ä) 


Nach einigen Verwandlungen erhält man 2 ebenfalls durch die elliptischen 
Functionen folgendermafsen ausgedrückt: 
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Hia, 

En 2 R LK; 
(19.) mA GOHlia+a)+K)Hliia—a)—K)} Ha A) ta, da, 
£; an: o.log en 

+ H’ia, 9° (Ga,+ K)- rn 

2 

Man setze nun die gefundenen gang in (17.), behalte aber, um 

Weitläufigkeit zu vermeiden, die Bezeichnung —, bei. Dann ergiebt sich: 








(20.) PN [Fr Ö) _Angii, „el 





1 | 
T% AKutia)O(utia,+K) 


Bezeichnet man die Gröfse in den eckigen Klammern mit —, So ist 








ER 1 9u—ia)Hu+i+K), 
(21.) Pl SEE P(t— 4) 2;log O(u +ia)Olu— ia, KK) 


i 4 2 5 ‘ 
Wenn vw um 2K, oder 2 um A T wächst, so ist um $T' ge- 


wachsen, denn der log hat seinen Werth wieder erlangt. ist ein in der 
£ı, Yı-Ebene gelegener Winkel und wird vom Durchschnitte dieser und der 
2, y-Ebene bis zur z,-Axe gezählt. Nimmt man also, wie in der Ein- 
leitung gesagt, an, dafs die Haupi-Axen der z, und y, in Bezug auf den 
Körper eine der Zeit proportionale Umdrehungsbewegung haben, so dafs sie 
während der Zeit 2 den Winkel DT beschreiben, so läfst sich in die Aus- 
drücke der neun Cosinus, die dann die Richtungen der beweglichen beiden 
Haupt-Axen der x, und y, und der im Körper festen Haupt- Axe der z, 


gegen die ebenfalls rotatorisch bewegten Axen der z, y, & bestimmen, statt 
des Winkels 9 der Winkel 


p' = 9 —-— Plt—1,) 
einführen. Es findet sich leicht: 





ei — /Iu—ia,)O(u+ia,+K) 
3 ] Ilutia)O(u—ia—K)’ 


(22.) cos" — a 


Iu—ia,)9 (u+ia, + K)— 9(u-+ia,) %(u—ia,—K) 








siny = — 





2iyN 








8. Lottner, über Rotationsbewegung. 123 


N 
Br 
Be: 
Ri 

di 
E 

% 
Bi“ 
Er 

“ 


Die Cosinus a” und 5” lassen sich daraus folgendermafsen bestimmen : 
Hia, H (ia, + K) 

Hii(a, +a,)+K} Hli(a —a,) — K\ 

x u-+ia,)O(u—ia, — K)— O(u—ia,)9 (u+ia, + K) 


a = — sin9 sin p' = 








Be EN 
a le nee: ETW: AIR 





a ' H(ia, + K) 
"— —5$i an iHia, H(ia, 
b" — — sin 9cosp - Hiita+ta,)-K}Hli(a—a,)— K} 
x Aut ia) (u —ia, — K)+ (u —ia,)O(utia + K) 





u 
Um die Werthe der vier noch übrigen Cosinus zu finden, bemerke 
man, dafs nach einigen leichten Umformungen, 


4da—=+ (1—cosI)(e! +7) LeiW +79) (1-4 0059) (e#U)-Lemie ="), 

4ia' — — (1—005 9) (EHI —eW +7) 1 (140059) (Eee), 

ab = — (10089) (eltern) — AH 005) (Eee, 
I 4b = — (1— 0059) (EHE RYN) (1-4 0059) (eW-9)-LerteY") 


(24.) 


ist. Die Werthe der Exponentialgröfsen ergeben sich aus (Il. 7. und IV. 22.). 
Mit den in der Einleitung erwähnten Abkürzungen werden die obigen Aus- 
drücke folgende Form annehmen: 














B" 4A" B'"” A” 

4a = +(1— c0s9)- Bi +(1-+c0s 9). Bir . 
oy Mniem | Br_ 4" 
Aa — Bag. Aal ATBr "> 
3 Br—_ 4" 
4b — 14—0059)-& u — (140059). —gn- ; 
A" B'" A” 

W#' — —(1— 0059). 1140089). eh \ 


Nach frühern Formeln ist 


1— cos 9 — 1—o, + (a, —,) sin’amu —= (1—a,)(1—%° sin’e, sin’amx) 
2H°(ia, + K) _A'B' 
Hiila+a,)+K}Hfika—a)—K} O’u ’ 
140059 —= 14 0, — (0, — 0) sin’ am u — (1 «,) (1—%° sin? &, sin’am «) 
2H’ia, ar B" 








= T Mia Fa) FRIHWa—a) RT Or 
Durch Substitution dieser Werthe, und indem man 
Aa, +@)+K}Hfia—a)—K} — 
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setzt. erhält man. als Endresultat, für die vier Cosinus: 


























> dl Oo tut ee, +K)+9O*’(u—ia, —K) 
a — 4 >p (Hu 2u Pay? 

—_ H°(ia, + K). un nn sn nam Hl 

dt zlgfirrin, etin +) — u —in Me) 
ee), 

a — 7 |B°ia, Aus ne Shen a Aue. au 1 
 H°(ia,+ K). ee 

ER + am {H°ia, O’'k(u-+ia, ee (u—ia,—K) 
1 H?(ia,1 Ky. 2 tia) eig) 


A 
Es bliebe noch übrig, die @eschwindigkeiten des Körpers um die 
x, und y‚,-Axe, die Poisson mit p und 4 bezeichnet, auszudrücken. Die 
Geschwindigkeit um die 2,-Axe r ist bekanntlich durch die Formel 
— Un 
gegeben. Von den drei Gröfsen », q, r hangt die Winkelgeschwindigkeit 
um die augenblickliche Umdrehungs- Axe w = y(p®+g°’-+r?) und die Lage 
dieser Axe ab. 
Die Gleichungen, aus denen diese Gröfsen zu nehmen sind, heifsen 


Asin9(psing-gcosy) = Uncos$ —1, 




















(25.) AP-+qQ) 2 Pycos9--h. 
Man erhält daraus: 
Ö) Fr u cos . \ - 
| 9— ag sinp+—- — V[(2APy c0s94-Ah) sin’9$—(Cn c0s9—1}], 
(*6.) Cncos$®—1 sin 
= Fa 0059 G5; 3/12 APyc0s9-+ AA) sin’9— (Uncos$—1}}]. 
Es handelt sich darum, ee und Na durch die © und 4 


Funectionen auszudrücken. Aus dem Frühern geht hervor, dafs die Wurzelgröfse 
(24P,) En Zn as — m) — &;)] 
— y(2APy)(e, — 03) yo — 0,)sinamw cosamu Jam u 














ö TERN NSS 
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ist. Ferner findet man 


(&, — @,) sinam u cosam u Jamu — 


2H’(ia,+K)H?ia, ‚ke Hu H(K —u)O(K- — u) 








D u 


also folgt, mit Berücksichtigung des Werths von sin$, aus (III.): 















































(27.) V-... __ 2mk' Hia, H(ia,+K) Hu H(K—u)9(K—u) 

.. Ma QuyN 
Die Umformungen von Un und —/ sind in (II.) gegeben. Es folgt daraus: 

CUncos$—Il — em '(R,(A-+ c0s9)- R_,1— c0s#)): 
und da R—(1— o,)yla—a,) 0% und R_,— (14o))yla —a) nett, 

1 2 
1+00s4 1 Hia, A"B" 
sind TE Ha, +K) yN ’ 
1—cs% 1 Hlia+K) AB’ 
7 Be 
ist, so folgt: 
Cncos®— I 
Asin’ 
Be... nr” de cose, Hia, nn de, cos&, ‚Ha, +K ) : 
 AYN a 0) isine, "Hia,rk) i B Are) isine, Hia, AB’, 
oder: 
d.log zu. 

CncsaY—l __ 2m ‚ Hia, H(ia, + K) ©ia, arm 

a Asin® ı  wWN'@°0D u > ne 
d. log H(ia, + K) 








1 @(ia,+ K) rt) ‚AB. 


Die Einsetzung der Ausdrücke (27. und 28.) in die Formeln (26.) 
scheinen aber kein elegantes Resultat zu liefern. weshalb die weitere Rech- 


nung übergangen werden mag. 
Lippstadt, im October 1853. 


Crelle’s Journal f.d.M. Bd. L. Heft 2. 


17 
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9. 


Über die Bewegung des Raumpendels mit Rücksicht 
auf die Rotation der Erde. 


(Von Herrn W. Dumas, Schulamts-Candidaten, früher Mitglied des mathematisch- 
physicalischen Seminars zu Königsberg in Preufsen.) 


{Fortsetzung der Abhandlung Nr. 4. in diesem Bande.) 


vn. 

Bei der weitern Entwicklung der Gleichungen (6.) für die Variation 
der Constanten, werde ich mich nicht der eben gefundenen Coordinatenformeln 
(31.) bedienen, sondern von den frühern (155.) ausgehen, welche mit einigen 
Abkürzungen in folgender Form sich schreiben lassen 





PEN rs 
Tr = Fri.4.(e®P,P-+e "RN 
Ar ++ => 
NR rn true (e®P R—e PP), 
(35.) rer re 
= rit4. BR=- P,P:.), 
während 
+ + _ 
— AA. P,Pı-+ P,P;,) ist. 


Hier bezeichnen: 


a. 


- - 
Y 
.. 


resp. die FF 
Pu, K+:a,)... Pu, K—ia,)... P(u, ia)... P(u, —ia,) 


und es ist 
v = P.uU-+g. 


In ähnlicher Weise werde ich schreiben: 





statt resp. 
Z(u-K-+:a)... Zu-+K—ia,)... Zu-+2a,)...Z(u— ia). 


und | 
) AB ee A ee 


statt 


Y(KX- ?a,) wu Yıa,. Y(K- &u,) 5 58 Y':a,. Y"(K-+ 2, ) ..:.90 
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welche letzien Gröfsen identisch mit resp. 
— Y(K—24,)*-- 


sind, die aus ihnen durch Verwandlung von -—-2 in —2 entspringen. 


Y(—ia,), -Y (Kia). Y’’(—20), —Y"(K—ia,)... 





Zwischen diesen Gröfsen Y finden, zufolge der Bedingungsgleichung 
zwischen den Wurzeln a, 5, ce der eubischen Gleichung. mehrere Relationen 
Statt. Es ist nämlich (nach 27.): 


a 2en(K-+ia)dn(K-+ia) FR / — (ta) 1+5)1-+e) 
un u a je, . 














sn’(A-ia,) (a— ce)’ 
er 2 enia, dn ia, — a,./ 4—- a)i—b)(1—e) 
ir = - : = 21 Li ee 
5 sn’ia, +? | (a— ce)’ ? 


mithin nach den Gleichungen (7.) 
sw EEE = 0 
Ferner erhält man aus (27 5.) durch Substitution von A--?a, und 2a, statt «, 
und durch Subtraction der Resultate: 
(65) Yı—-Y" = 6(KR—-NKAN+2u,). 
Eben so aus (27 e.), mit Rücksicht auf die eben gefundene Gleichung (36 «.): 
B86c) Y-y=—12YY-+Rn)= 12T (BR—H) etec.; 

welche Gleichungen häufige Anwendung finden werden. 

Um nun die Gröfsen U, U» (6a.) durch die Zeit auszudrücken. 
mufs man die Coordinaten nach der Zeit und nach den Constanten ,, A, 
differentiiren. Da aber die beiden letzten Constanten in den obigen Formeln 
nicht explieite vorkommen, differentiire man diese zunächst nach den Constanten 
m, P, a,. @ und z, die allein von % und / abhängig sind; oder vielmehr. 





statt nach z°, vortheilhafter nach logg, der durch » bezeichnet werden soll, 
indem die Differentialquotienten der Functionen Ou, Hu, also auch Pu, 
nach p genommen, einfachere Formen haben, als die nach 2° genommenen. 

Mit Rücksicht auf die angegebene Bezeichnung geben diese Differen- 
tiationen folgende Resultate: 


dx on + " = N . 
m Fmri.4.je”P,P(Z+2%—2Zu--ib) 
+eWP, P(Z,+2%—2Zu—iBb)}, 
Be. a 2 
— Fari.t.{e”P, P,(Z-+%—2Zu- PD) 


MIRU HPA 
—e-ivPp, P,(Z+Z%— 2Zu—iP)}. 


ar 4. {P P(Z+Z—2Z 
2 = mr).4.IP,Pı( 41T A u) 


=, 
\ — P,P,(Z,+ %— 2Zu))}, 
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7 p, N +Y; 
(37 5b.) I — —rT, 
e ia 0, 
IX dr 
om 6? nn — 4). — dt’ 
oy dy 
Me) een 
0% dz 
om Pr (t— 1)* "Ar 
OX 
ob = rUu.y, 
(37 d.) =2 — — ur, 
0% 
"Zu. 
3 Fra. 4.jevP PL W-e'rP,P ‚Hlogi 
= — FORGINEIUIR RK Y)—e'YP,P;( (Z, +Y)}4+ = —z ‚ 
7 e'r -vD PI(Z OlogA 
re) 5, = trı h.1e P,PZ— W+eYPRPRZA+WHr 
Di er ‚AlogA 
‘da, = ru P,P(Z,—Z—2Y)) 1? er 


Die Differentiale nach «, lassen sich aus denen nach «a, mittels Ver- 


+ + 

tauschung von Ä--ia, mit 2a, ableiten, indem dadurch da, und da,, P, und P,, 
- + + 

P, und —P,. Ak und —A, z und —z, y und —y, z und — 2, Z, und Z,, 


Z, und zZ. in einander übergehen. 


Um die Differentiale nach p zu erhalten, bediene ich mich der bekannten 
Formel, welche die Differentiation der © Functionen nach p auf eine solche 
nach % zurückführt, nämlich der Formel 





lu, p) __ 7 De _ 2K\* 0’Ou 
Bi ai = 4 -) ZK.u ICE au: 


oZu 


wo ZK= für uv—ÄK also ZK—= x" — nd ist. Statt © kann man hier 





ou & K 
auch O(u--ÄK), Hu, H{u--K) setzen. Bezeichnet man daher, analog mit 














: 


EEE TE 


RE er 'K. u 
( f-) } IRRE Pi in Z'K es 
al —) (N — 22 4 (— 1, ZK) ZN 
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den Abkürzungen der P, Z, Y: 
9u+K-tia)...O(u+K—?a)...O(u-+ia,)... O(u — ia,) 





durch 
+ _ + - 
G, ” Q,. 0), (), 
und 
Out+Ktia) 99, 86, 89, 
ou? ou du au 
durch 


E, ar 2 Q 
4 " 
O, .e.. G, ..®. G, ... GO, be) 


so ergieht = nach einigen leichten Reductionen: 
SAH) zuu 
+42) It ia Z’K) Ze + in 2’ K) 
-+() AN -+2R+3u).0—4 BZ. u.$b.y, 
= 444) Zi. u 
+42 en in z'R) 40 iR) 2 


1 ee +4) zK.u.2.x, 


+27) (2424 3w).2, 


wo die ersten Glieder rechts folgende Werthe haben: 
2 ++ " 
A, — +4r1.4(22) ‚Jev.P.P..| Gar, -Y+Y,Y) 


+ 
P 2 "u 
+ 2ARNHRR)— 2 





+e®. BP. 4221-1442) 


+(& +22, %+5nn)-2 8]. 
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FR .r\ + 4 
er — +t4rı4 de )- je ‚PB, P,. 2: —2ZıH —-Y-+Y Y,) 


st 


| — ET ET — 2 er 2 rg 
\G, ne BR Zar u 


PP, [&- H2ZN—N4 NN) 


Q" KO .; ; ve 


Br ‚= 
+ 24322, 7% +5) 2). 


@ > Be Bl - Ei) 





g" » PRCML 
(mL 325 IYY | 
| (Z I )—2 I . 


—_P,P, [(& 27, —L4 YeRs) 





, (G- MBZL-KIE R)2 }- 








Aus den Differentialquolienien nach an, P, a,, @, p finden sich die 
nach ? und A, wenn man aus den Relationen zwischen jenen und diesen Con- 
om Om ob Ob 
EB 








stanten die parliellen Abgeleiteten etc. bestimmt, und dann 


die Gleichungen 


OX Or Om , 0x 08 , dx da, 


ED — 0 —, - . _—t— . 


or =S5- 7 73 rl a ar +++ elc. 
oh om Oh |! ob oh | ca oh | 





rn n [2 


c4 | ’ 
oh’ oh’ oh’ ET, ’ 








aufstelli. Setzt man die so gefundenen Werthe von 
die Grölsen 


nn ——— !h —— _—-o oo 
2 


(ur oy 0x 0x 0 
(38.) 


nn — —— — 


Be 20 2 Or 0X x 
i 


wo statt 2 resp. Ah und / zu selzen ist, so mufs man nothwendig das Gleiche 
erhalten, wie wenn man stalt 2 resp. ın, D, a,. @, p Setzt, und aus den 


rl ) r(X,Y TiX, je 23 . 
so entstehenden U}, US”,... U, US”, ... die gesuchten U, und U, 


m 


durch die Gleichungen 
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N _ RP om | RER ” 
l ge m a n ch Er 


(39.) 
x, x,2 7 wi 04 

a >; I +U, . ... elc. 

ableitet. Dies ist der Weg, der hier eingeschlagen werden soll. 


Die Resultate der Substitutionen der Differentialquotienten aus (37.). 
zunächst in die erste der Gleichungen (38.), sind folgende: 


+ 4 _— 
( 1 0%? — —4rm.DP,Dp, Zu 2, 


I 0 


6 a N 


m 


7 Z an } pn ‚ 
3) U7 , — — jr’ u m. U. P, P,P 1} ni P,.{ Z+Z e49 +-Z, “u Z,—4Zu!. 


4Zu!, 


» 


4 
4) Br? —ıir’)’m. p, p, PP. Zt Z,+:1P—2Zu)(Z,-+Y,) 


a; 


1(Z + zZ, — ib — 2Zu I, Y,)) “2 


| oa, 





A . r + Ze Kor) oy\ 
er; 1 


5, U,” — — rm. P, P. PP.‘ (Zu Z- -5b—2Zu)(Z.,-+-Y,) 





& ie 2Zu Z, — Y)}4 


a. 


vo 
N 
_ 


- — | 


6) rl +4ir’i’m. P, BP, PA 


\ 








g" r : O" 
cz, 1LZ, +:Db — 2zu| —+ 27, y—ı-Yy, 
(40.) I 2 e: 


1 








= r eB ('! 
1232, -EıHEn—B Fr 


x ö 
242-8 2zu)| © OZU—-TAYL BEL 6% 


e) 9, 


i 


O2LY, - EK+Er«A ®e| 





u 


+) (n-1aZ'K U? 4 4() (n—ia,Z'K) U” 


} 


ng €-5] ZRRER-— =) (a Y+2YH+ Bu.) (y& 22), 


während die hier vorkommende Gröfse ya! En durch: 


d £ au = 2 | in. 7 F | s 
| 2.(y% 7 "Auheär "7 uudlu walh PPPPAZ+ ZZ — 24210) 





ausgedrückt wird: ein Ausdruck, der sich, wie bekannt, auf die Constante 
reduciren muls. 
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Man sieht leicht, dafs die Seiten rechts der Gleichungen (40.) sämmtlich 
den Factor 
+ + - - 
PP: Pi Pi 
Sie lassen sich daher aus diesem, durch Differentiation nach einzu- 


Zu dem Ende setze man 


u, 1,4 v5), 


haben. 
führenden Entwicklungsgröfsen ableiten. 


U— —P(u, K+ia,+v).P(u,—K-ia-+-v,). P(u,—a,+v,). P( 


ER ni 
. "u 
m U, u 


Aus diesen drei Gröfsen erhält man durch Differentiation nach den v, 
darauf nach Annulirung derselben, sämmtliche U®?, und zwar die Glieder 


a i "u 
mit dem Factor Zu aus V, die mit dem Factor ec: 


U selbst. 


























aus W, die übrigen aus 


So gehen die Gleichungen (40.) in die folgenden über: 


und 



































sn) __ u. ‚ OU oU 
I) U, = (dv tat av\, 
2) US” — —IrRm.u.U0,”, 
3) U” — 0, 
o’U OU 20V 
u 1 Ran; 
ie in ' Ovov, T 5 ov, Mm, 
U | OU N lr O2 __ 2% 
Ov,du | Av, Ya" ar 
iur. | o a OU 20V 
5) U. - A mg, # Ovov, Ov, 
OU OU --) a ya O) 
T -G oo, 1 Sodn, gie a7 251): 
(42) | he ” U ui) 
| Ovdv? | Au,de ov? ov 
OU U 20V 20W 
r(x,y) 949 2K 8 + Fe: .ovS at ovov; u". Ex Ov, ) 
6) U, = irem 4). 
7 U: Bub... BU 2 
“x FIRE Ov,Ov* _ Or ov, 
o’U 4 o’U er) 
Or,0v} ! Ov,dv 9 ov, 
2 x,Y x 
( a (N —iaZK)U,” + —im,Z Z'K)UN”\ 
_ 1 -4(22) au +2 4+3).(y% 
de 2% _ irn U _ U _ &u 
wi yi ae er 1) 
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Die Gröfsen U, V, W sind durch die vierte und fünfte der Glei- 
chungen (23.) gegeben. U erhält man geradezu aus der vierten Gleichung, 
indem man nur, weil nach Nullsetzung der » die Summe der Parameter ver- 


schwindet, @ statt P einzuführen hat. V und W ergeben sich aus der fünften 


Hv 


Gleichung, wenn man sie mit 7po ultiplicirt, nach dem Parameter v, einmal 


oder zweimal differentiirt, und denselben darauf verschwinden läfst. Denn es 

ist offenbar 

Ju+v, 
Du 








H 
O'(Plu,v,) P(u, v,) ... P(u, v,)). P(u, v,)- ze o'(Plu,v,)... P(u,v,))- 
ovk ur Ovh 


Ch 
— Pia, 0)... Pi o,) ut), 


Durch die Multiplication mit #v, werden zugleich die in den Coef- 


ch) 
.- endlich, da die- 
selben im Nenner den Factor Ar, haben. Bezeichnet man das Product 7/7 
für die fünf Argumente v,, ®%, 9, v,, v, für den Augenblick durch 775, 


dasselbe für die vier Argumente v,, ®%, v;, v, durch /T4, so ergiebt sich: 











ficienten der Gleichung (23, 5) vorkommenden Gröfsen 





II5 = IIA.Hr,, 

IT'5 = IT'4. Hv,-+ II4.H'v,, 

/T'5 —= IT'4.Hv,-+2IT'4.H'v,-+I14.H"v,, 

IT"5 = IT"4. Hv,+3IT"4.H'v,+ 3174. H"v,4 IT4. IT" v,. 


Durch Substitution dieser Werthe erhält man 
u-+v,) pP". Ho, 
Oh 74 H'O 

1I"4 Ho. II4 H'v er. , . "nu 

" - 5 N 5 5 5 

r+P ( u mot? ma mn tm Ten 
II"4 H'v. II'4 H'v, II’4 H"v. H"v 
au; # i 5 i 5.2 r 5 5 
| sP Ira mt? {4 H'VO 3774 H'oO H'O 


1I'4 Hv, _ H'v, 
74 H0 |’ 7% 














P(u,v,)P(u,v,)... P(u,v,)- pm 




















M4 Ho, , Hi, 
r u ( 124 mo 7 0 ) 

IA Ho, , „ra HWw, „Ira H"Ww, „Ma Hm, HW, 
+ 4P-| IT4 H'V 7 114 an r6 14 H'O +4 z Ho’ m0 


II'"4 Hv, /I4 H', , H"v : Hv, 
+ 301 ( 102 met? re 0 + Fr) + (6002 + 5) Zr 




















Rechts kommt die Gröfse v, in P nur additiv mit + +v,-v, 
verbunden und in den 7 Functionen isolirt vor. Bezeichnet man die Summe 
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0,0, -4-0%,--v, zur Abkürzung mit &, so kann man die Differentiation der P 


nach v, 


mit der nach & vertauschen. Dann wird sich beispielsweise das zweite 


Differential nach v, wie folgt zusammensetzen: Erstlich, aus den durch zwei- 
malige Diflerentiation der P nach & entspringenden Gliedern; zweitens, aus 


solchen . 


in welchen P einmal nach & und die Coöfficienten einmal nach v, 


differentiirt sind, doppelt genommen; drittens, aus solchen, in denen die Coöf- 


ficienten zweimal nach v, differentiirt sind. Erwägt man also noch, dafs für 
v,—0 die Gröfsen Hv,, H"v,, H''Ov, verschwinden, so erhält man für 
dieses zweite Differential: 


P(8,0,)... 


H2[24 














| "u pm ap" „ma | 0*P'/. II"4 |, H"O 
) Er vun 
Fu, v,) —|- ® BTL 74 de? 2a ® de? 3 II4 H'O 


U 








a + (Er +50))] 











op“. ,öpm ma op" ei H"O 


de 6 98 art de 





























II4 H'0 
oP'/m"4 , „IA Ho op a ı"4 ( H"O 

Tat Ira ro rom eat ee Tat (FM +öw) 

.. (Ei + 30u; mot 60u; + 54.) )] 

„ Ho n ..N\H"O - \H"O, HW 
H{-3P"7 wort Me ToM2) 7770 —P"((87 114 ra ton 54) Ho Two 
7"4 It’4\ H"O , „IT HYON 
++ OO) Zr + rn) 

; » "Oo a : 

Hier hat man nun noch die Gröfsen 7po un nd 70 mittels der Glei- 


chung (26.) durch «, und w, auszudrücken, und für den vorliegenden Fall P 
durch O zu ersetzen. Auf solche Weise findet man für U, V, W folgende 


Werthe: 


(43.) 


m II „ er ! Ir" s It Y 
U=40" —170" +4 +4e)0 —4 en 


RR oo" ‚II 90" ' IT" | 00' Ir" "00 
va HG He) Ha) 


re ne 


IT“ Im" 
sei er Ebenen > De —— 
KT 12 )Q— MH, 





E 
i 
} 
i 
B 
8 
RR 
£3 
8 
© 
= 
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90" ‚II 90" II" ER a d -Q 
1 a 12 J 
Wo} de? 377 08? +4 u +4u, a um = 
90 If 80" IT" gi m" Ir’ 39 
u: +37 Si rt 2u 2) rot Be 
(43.) a ai 
1,7 +12; Tr 11,20 —4u,0"+ 3,2 n gr 
IT" £ } IT" . A 
—;} (u; “er +3, 4 3u)) 0-+1 (u, Tr +3(u, 4316) Tr) 0—I 
Hier sind 


= (Que), s=eruvtn4tn,. 


Ferner sind die drei constanten Glieder @, H, I: 


a u 1, 





wi 
2, nn" 
H = Tr +12 “m lad +12u; r)E 
Ir" o’E m" | IT'"\oOE 
I — ‚car Ha) ar +) 
de II / 08 
(44.) m" IN 
—1 (+ 3 (u, + 3u;) 7T/ E, 
wo zur Abkürzung 
ı 
Es an —=P(u, &) — (u,e) 
sin ( .— 
2K 


gesetzt ist. Endlich ist durch /J die Gröfse //4 mit den Argumenten +A-+ia,--v, 
—K—ia,—v, 3m +0. —im--v, bezeichnet, so dafs also: 
IT —= Lim. {H(K-+:a,+v-+w) H(—K — ia, --v, + w) Ha, +1,41) 
H(— ia, vw) gr . 
wo « die Entwickelungsgröfse für IT’, IT", ete. ist. 

Die Gröfsen @, H, I müssen auch für &=0 endlich bleiben, da alle 
übrigen Glieder der Gleichungen (43.) es sind. Für @ ist Dies schon nach 
den Gleichungen (24.) klar; H und / dagegen bilden zu der dritten dieser 
Gleichungen eine Ergänzung, wie sie sich für jede derselben aus den Ent- 





wickelungen der Producte P(w, v,) P(w,v,)... 





Assen. 


Um die Gröfsen U” zu finden, ist es nicht nöthig, die Gröfsen 

U, V, W nach den Parametern v zu differentiiren und sie dann gleich O zu 

setzen. Jede solche Differentiation wird, wie’ vorhin die nach v,. Glieder 
18* 
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geben, welche aus der Differentiation der Q@ entspringen, andere, die sowohl 
die Q, als die in den Coöfficienten enthaltenen 77 variiren; endlich solche, 
die nur aus diesen letzten abgeleitet sind. Die Differentiation der © kann 
stets durch eine solche nach &e ausgedrückt werden. 

Diejenige der JJ läfst sich ebenfalls in folgender Art leicht ausführen. 
Es ist beispielsweise: 

ol er: 
(1.) „= IT. YK-+ia,+v+w), 


' am „on 
7) 1-05 
(2.) - —— TIIT . 


ov 








also. mit Vertauschung der Reihenfolge der Differentiationen nach w und v: 


ne) _ mem 





ET 
und wegen (1.) 


1. (Mm. Y(K-+ia,+v+w)) — IT’ IT. Y(K-+ia, +v+w) 


Fe 
— 
































III 
_ gYlK+ia+v+w) 
Fr‘ ow 
Eben so 
11" Ö* u. 
(7) ZH. Y(K-+ia, +0+%)—IT"IT. Y(K-+ia,+v+w) 
G.) re III 
— HET 9, IT ‚OUKtia+v+tw) 
ow? ow 
frtr=evy =, —=v,—=w=0 geben mithin (2. und 3.): 
! 
Gr 
(4.) pr ef (K+- 24.) = Mi. 
" 
e Gr m 
6.) Re 


Und eben so findet sich: 


! | IT’ | 1" 


(6.) 
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m 











(7.) — w’—3743Y, 
dr 
‚a ) ! m 
(8.) nn = -R 4a 4- 4nT—- 


etc. 


und durch mehrmalige Differentiation erhält man aus diesen ersten Differentialen: 


























Aus (9.): 
ze II" 
9 (Tr ) oY" (K-+ia, + v) IT! OY'(K-+ia, +) 
( ) ov? 2 Ov +277 ov 
! 0 (m) IT’ ' 4 4 
+2 Y (K-+ia,—+v): —— NM +2 Yı +2 NY. 
! Y 
(7) ai a) 
(10.) ER —=?2Y, = IE. 
Aus (7.): 
j m" II Im 
11 Ai — u m) m) 3Y/ 7) 
(21.) ov, TH Tr ov, 
Aral I „ ‚II 
— —37; rare 12YZ 7) 
etc. etc. 
. i  _ OU 
Aufserdem ist zu bemerken, dafs man Glieder wie Z—-— z, oder 
OU a ne 
etc. in eines zusammenziehen kann, indem man resp. , = — tv 





ovov, + Ov,Or, 


U 
oder a —=+v» setzt, wodurch die angeführten beiden Gröfsen in resp. — 


Ovov, 

tiation der Q; denn da in diesen nur die Summe der ® enthalten ist, so ist 
2 2 2 2N 

DB En .00 ı SE „0207 _ 23%, Was endlich die 


übergehen. Dies hat einen besondern Vortheil für die Differen- 





und 








PT: 777 ’ vor, | Av, "oo 0% 
 ı" 
a’a 
geben die Gleichungen (28.) durch Substitution von resp. FÄF?a,, +?a, 
an Stelle der dafin vorkommenden v: 


Werthe der Gröfsen ‚ etc. selbst nach Annullirung der v betrifft, so 
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II’ . a ZI” IT’ ‘ ’ ! 
7r=-Se=0, a = Te SYv = 2(Y, + Y,), 
m "n 
(45.) m Sy +27 SYo4 Tr S— 0. 
PN BR gi SY" R Im sy m Syo 
5; o-7377 CET 


Fan — 2(Y"ıLY Y.'") +12(Y. + Ey 


\ 


so dafs also nach Ausführung der im Vorhergehenden auseinandergesetzten 
Differentiationen alle in //’ oder /T"’ multiplieirten Glieder wegfallen. 


Hiernach lassen sich nun alle nöthigen Differentiationen bis auf die 


der constanten Glieder @, #7, 2, welche eine besondere Behandlung erfordern. 
ohne Schwierigkeit ausführen. 








7 ” (X; ') » 

Um zunächst U,” zu finden, hat man: 
BU BU , U, MM ou BE‘. 00" 100" +4 +4,)2 99 
a, er, er «tr uı 





ie rn 13 12 Fr ag er er or +4 an mung 


a Ir" IT" = 86 
rear fr Hay 7 9- ow 
Die zweite Zeile ist hier aus der ersten durch Differentiation der Cocf- 
fieienten nach ıw abgeleitet, da die Gröfsen // die v einzeln, additiv mit w 
verbunden. enthalten. Läfst man die in ZZ’ und /7’”” multiplieirten Glieder 


weo. so ergiebt sich 











AU au | au | SU Br ” 0" us II" 00' 
TER ov, T oV, WET 46 08€ 72 JI +4) de 
I" gr T II" 86. 
Ber . —ı achten 
1 II 0 + 12u;, r)0 - du 


Hierzu kommt nach (43.). ebenfalls mit ai a der für sich verschwin- 
denden Glieder: 


ET +30) Ham 


+40" + 420,)0" 4 E12.) 0; 


also durch Addition (nach 42.): 


2 = — hs rlm: 10" +3( -+ 4u, yo", 4räm. (44 — 72} 


u 


Zn 4 | n—r— a z 





ow 








S 
“ 
ug 
bi 
na 
= 
= 
er 
; 
2 
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Aber nach (44.) erhält man, wenn man erwägt, dafs, da u nur für 82° 
w ov 


. . 7\ .. I . D 
geschrieben wurde, auch in # für v, v,, etc. v--w, v% +w, etc. zu schreiben ist: 








-m=- ar u); — Kr 120, 77)— (ir + 12u, r)n JE 


+44 = 4(2- Han) EE y (N an, 20). 











folglich 
AH— = 4 H2u El — GH, 
und da & für w=v—=v, —=etc.—0( endlich bleibt, ii aber verschwindet, 
so ist: 
= 0 

mithin wenn man statt 7 in U, > seinen Werth aus (45.) setzt: 

(46,1) U” — — „hr2m.{0"+6(% + V+2u)Q". 
Durch Multiplication mit folgt hieraus: 

(46,2) U” = — „rm. uf" 16H NV + 2)". 


Ich behandle nun zuerst die Gröfse a—.$ (nach (42,7.)). Nach 


dem oben gegebenen Algorithmus für die Ausführung der Differentiationen 
erhält man 











oU OU N Fr „II 06G 0G 
SV a te 
OU; Be. 39, 
0 


Aus der Summe fällt (wegen der Gleichung 36 «.) @ ganz heraus, und es 
wird also in der That 


' Se ee 866,96 8a, 
(46, 3.) EG H4rlm. 1: LE To +77 2 — Const. 








Etwas mehr Rechnung erfordern die noch übrigen Gröfßsen U, , 


X%,y) (X%,y) . ® 
U; ” und U,” Zur Bestimmung der ersten findet man: 
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” = Er 

40041 % er o_ ran IE 

-ER- ze I_ man Hr 
Anne —4lscH + (+27) 0; 

>, er 

EEE 

pi A tan im ar +8%; zZ I 14.) z 
AIR 

+1 = +12u 7) ee 


‚or La) _y I . 1" 
-110"44) v4 22) {mr E431,(7 + 202)) 0 


Hl man Eon (E42) + (+ 67 )} 0. 


Zu der Summe dieser Reihen soll nach (42, 4.) die Summe derjenigen 
Glieder addirt werden, welche durch Vertauschung von +2 mit —2 entstehen. 
Man lasse daher in der Summe die Glieder weg, welche sich erstlich gegen 
einander aufheben, wie die 1le, 3te, Ste und 6te Zeile; zweitens, die, welche 
in /T’ und 77” multiplieirt sind (die nicht sogleich weggelassen sind, weil 
immer die folgenden Zeilen aus den vorhergehenden abgeleitet sind); drittens, 
die imaginären, wie Y,' und Y,'. Dann bleiben von den obigen 8 Zeilen 
folgende Glieder übrig: 








30" " " 
ri = rw T- „ER = 
et et er 2 
a a2 nr au) an nn 30 
Er rn ı)yre a ' N e2- 0°G 0°G oH 
+Y, 0 fh 4 -3r (7 + 24, H—Y)} Q Ovov, de, ov, r? do, 











ni 
N 
al 
Fe 
2 
52 


14 
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Ir" Im‘. 
Setzt man für T und Tr ihre Werthe aus (45.). so wird der Co6f- 


. .* [®) u “ | . . . Er 
ficient von vr identisch O0. Ferner verdoppeln sich die variabeln Glieder 


en 


durch die Addition der durch Vertauschung von +? und —; entstehenden. 
und zu den Constanten treten drei ähnliche hinzu, in welchen v, und v, mit 
v und v, vertauscht sind. Erwägt man dann noch, dafs 











Ologk Öloe(l,;,—Y) _ ii’! 
- da, MR 

ist, so ergiebt sich endlich: 

1% y) 245.400" so 

U, onen — I5r I m} 5 + 6( Y-+Y, + Au, Dr 


2. I\r’2m{Y\. Er. a Q' 


0°G 0°’G 90H 0°G 0°G oH 
Hat? 3.)+ 2 


y" 86 , 86 86 O6 
en; 7) ov + ov, Br ov, -5) 
Bezeichnet man die Constante zur Abkürzung mit ©,, und die durch Ver- 


tauschung von «, und a, entstehende mit C,,, indem man durch diese Ver- 
tauschung U” aus U” erhält, setzt also: 




















' 0°G 0°G o’H 0°G 9, 06 
0 a drde, “et dv, u ov, u SV 5, Ov,ov 445 
2y!" 06G 0G 0G 0G 
Hr) 7 a >. >) 
y P 0°G 0°’G oH 0°G 0°’G oH 
En 3) Cu, 7 ar an. Te, u 75 ov, ar: dv, 7 u:7 











2Y." 0G , 0G 086G 086 
+ 7) + Per: Tr 30): 


so erhält man: 








IV " 
(46,4) U" = —ır un od (124 + 212) * —\ 
+ Ar? m\{Y,Q" - _ ar 3(y-+Y ODN-rent. 
46,5) U” — rm ton +2) 
12 | 


Hr nf 0" 4 REN Y}+ 2) ) Or’ imC,. 
Auf ganz gleiche Art läfst sich die Rechnung für die letzte Gröfse U,“ ” 


ausführen; es genügt daher die Angabe blofs des Resultats, in welchem zur 
Abkürzung 
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(47, 3.) 


I. 


C 


p 
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vesetzt ist. 


(46, 7.) U,” y) 


— (2 





Das Resultat ist: 





ar tr +2) 
+ HR - 3er +2 +25 
== Be ie u r2 te 
Ka IE 
- rar} 213 EN gu _26_ 





| 


)\ 
) 





) (Y,—ia, Z’K)U,” +(%,—i4,Z'K) U”) 


a xy 242 2KN\?. 2 ar 
_— 4(—) Z'K.$.U, ?44r3m.(=2) ıY (HH — v).0' 447m (22) ıYı .C,. 


Die Constanten Z (46, 3.), C,, C.,, ©, zeigen sich in diesen Glei- 


chungen sämmtlich in der Form 4. 


man. dafs 


ze 





JTE 
sin 





;x) 


oE 
de 


oOE 
de? 


ist. 


(48.) 





1 


€ 


Sr- 


€ 
— 


&° 


se(gR 


Seizt man daher für den Augenblick: 





et 


re) + en ı i 
+ 130 (5 + : 


1) Hau) = 4, 
2) 27 au 20, 2} == 5, 
3) 4 tt = €, 


so folgt aus den Gleichungen (45.), durch Multiplication mit resp. 


Um sie davon zu befreien, erwäge 
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DD Ge= AHA) tree) 
a re —A TE (gr) +rio 8437) + A 
(49.) Tr B(3%) + abo B (3% + \ 
& 24 E dA) he 
3) Le = \—2Be+4e BZ) He B( 


— LE tel (52) ... 


Um nun zunächst aus der Gleichung (46, 3.) die Constante / zu finden. 
differentiire man die erste dieser Gleichungen zweimal nach v. Dieses giebt 


„6 0G 


BT En + GR) 24445487 E72 Zelt 


Nun bleiben die Gröfsen @ und A auch für <—=0 endlich, und es mulfs 
daher, wenn man nach den Differentiationen die v verschwinden läfst. 


06G 4 | 
a m vr ou: a; 3 re). 4 


sein. und da für &=0 zugleich 4==0 ist, so ergiebt sich aus (46,3) 


SEE. EIN FA. SA FE PR 
va = ir’im. Hi Fe Dr 


Aber aus (48,1.) folgt durch Differentiation nach v: 
6 — "4317 2 43r( 44) 


/ 




















ov 
En a ana) nr (Ham) anloton dt) 


— YH'+6rY4 area 14u,). 


Addirt man hierzu die analoge Gröfse 2, so fällt das letzte Glied (nach 36, «.) 


heraus, und da die beiden ersten Glieder durch Subtraction der durch Änderung 





= . : . 0°A 0°A 
von +2 in —2 entspringenden Gröfsen En und 7; verdoppelt werden, so 


erhält man: 


mn rm HEN) HENEAEN) 
19 * 
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oder, mit Rücksicht auf die Gleichungen (36.): 


dı ‚dy 


272 yr ’ N. 
7! > Arimay, (%—Y); 


ein Ausdruck, dessen Übereinstimmung mit den Constanten / leicht zu sehen ist. 


Differentiirt man ferner die Gleichung (49, 1.) dreimal nach v, und 
dann zweimal nach v, einmal nach v,, so ergiebt sich, nach Weglassung der 
in & multiplieirten Glieder: 


0°G I 


3 de zu ov 


9_9°G , 06 + ) Pen 
"oo, ' ae a 2K dv 44 


n2g 


dis RE 3% i 
Aus diesen Gleichungen 5,8 eliminirt, erhält man 











nn 


‚0% Wa e.F a 5 


..-m Ir un at FE) = +3 =) 


und ®, in v, verwandelt: 








nn 


0°@ 0A 
dvd, ov° er ECT tr) .— ov, ) 
Die Gleichung (49,2.) dreimal nach v differentürt, giebt: 


oH Ne cl 


Te +Gm) @ v +) 


und daraus folgt in Verbindung mit den ERREE. Gleichungen: 


Be. 99 (6 
Bo +45 - 


6 














—2 








ei o’A 90 DB) ® Oi, . 
 Craee, | era +? ov®) +4(gR 5 De FR, +2B|. 


Man sieht leicht, dafs das letzte Glied dieser Gleichung verschwindet. 
Daher geht die Gleichung (47,1.) in folgende über: 


ur ee, Are, | Er —  Avidv, kg ov; 
Ü = et A A HA 
Ay _v/tae Too de de 





2 Ma ra 0°A Fe 








Nun ist oben schon 
0° 





6 Ep: = + sr. Y Yı+ 7. 7 +41) +3(Yı "+ 2yıY)Z 
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gefunden. Hieraus folgt durch Differentiation nach v,,. nach Weglassung der 
dann in 77’ multiplicirten Glieder: 


o’A ir 
= IH W +3" H2NN).V. 

Ebenso nach v;: 
6 — -I3Y VIA. 


Ferner ist: 


ar 9B 
24 


\ 


iv II IT" EU 7 de .. ZI 
Y, Han. Hs (+2) + (Gr +77): 
o’F 


24 ER: 2 Y +"! +6(2" (422) +) 
" 


' ' ! II s 
+arı(v" +37, (ir $ 2u.)), 
welche Gleichung sich wegen der aus (27, d.) entspringenden 


0—= H-+12Y"Y 413,9" +12r 





" 


auf folgende vereinfacht, in welcher zugleich statt I sein Werth 2(Y; --Y,) 


gesetzt ist: 


2 
4 — AND 4244120" HOCH) ONY 
Hiernach erhält man: 
ö°B 0°A 0°4 
ner 773 Mh 777 —12 ov?ön, 


— -AY'Y+ MN 46H" HUN) HT. 
oder da nach (27, ce.) 





0—= —2Y"Y — 24u,Y!Y, —12YYY) + 22,Y, 
ist, so ergiebt sich einfacher: 
’ o’b o’A 0°4A RN ' | ıy! . ' » "yr 
24 du? A TEE - 7 Order = 6Y(Y, | Ay Yı)+ 2,Y, 7 bY, Y, 


Durch Addition der entsprechenden Glieder, welche —:? statt +? ent- 
halten, verdoppelt sich die Seite rechts dieser Gleichung, und wenn man dann 
noch berücksichtigt, dafs nach dem oben gegebenen Werthe von /, 


vr (4, da 8A 84 








— 2Yr!Y 


Y!— Y'! lov® + Ov? ur ae 
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ist. so ergiebt sich endlich: 


50.1) C, = EM PRINT 
und hieraus durch Vertauschung von a, mit @;: 
50,2) 0, = KM" ARYED)H4AR HET. 


Nach derselben Methode läfst sich die Gleichung (47, 3.) für C, be 
handeln. Das Resultat der Rechnung ist: 


(50,3) 0, ="EHR-YX. 


p 

Hiermit sind die Gröfsen U“), die sich auf die Constanten y,. 2, 
m, di, 4, und p» beziehen, vollständig als Functionen der Zeit und dieser 
Constanten ausgedrückt, und wie leicht zu sehen, zugleich in Reihen nach 
den Sinus und Cosinus der Vielfachen der Zeit entwickelt. Ich gehe daher 
jetzt zu der Entwickelung der entsprechenden Gröfsen U'%*) über; werde 
aber, da die Methode dieselbe ist, nur kurz den Gang der Rechnung und die 
Resultate angeben. 


Zunächst erhält man aus den Differentialformeln (37.) folgende den 
Gleichungen (40.) analoge Ausdrücke: 


1 U,’ — +lirlm.|er (P, PB,P, Iz, 12, —2Zu] 


—P,P,P,P,[Z + Z,— 2Zu]) 


eY (P,P,P; Pi + zZ, —2Zu)—P,P,P, P, Zu Z, — 2Zu))). 
2) u iin u. 
3), U" — 0. 


+ .— 


 - Mfrers + + 
e” (PP, B,P[(A-Y)Z-+2Z—2Zu)) 


nn 
(51.) (242 +i6 -2Zu) 4 — Z,— 2%] 
nn ) >, >, P RR BEIRE: Er Z 2 17 & 
4) U" — +ErR 2 P, P,P: PLA, +2: *Zu)]) 


ev(P,P,P,P[(Z + Y) A+ Z—2Zu) 


Fr _ us y 

+ (Z4+ 2, —iB — 2Zu)(Z, — Z, — 2Y,)] 

\- PBRBPIZHN ZZ 27) ) 
‚ ölogi /_dx dz 
a wat 




















(51.) 
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(5) U!” folgt aus FE durch die oft erwähnte Vertauschung, 


6) U? — (28) (m ia, ZI U” ni Z'K) Ui”) 


)ZE.D. u? _ 2 2) er} 27 +30) (2 dr _ 2) 





( ( i \) 


+ 7 
+P,P,P,P, er 12,-—2Zu) Di _2i Y-Y-ınY, 








o "u 
r 9, Tr er u ) 
ter! nn (A 1Z, +:$b— —RZu) (azn- Y{nY 


an ® 
+ +22n-n4nn)]| 
. -+- 4 _— 
— P,P,P, P, [multiplieirt in die aus dem Factor 
+++- 
von P,P,P;P, durch Vertauschung von 1 
\ mit 2 entstehende Gröfse] ) 


_;, fmultiplieirt in die aus dem Factor von e*'” durch) 
% Averhheilhes von +2 in —2 entstehende Gröfse/) 

















8) (2 27 


Z 


— +1r’2?m er (BRBRA- Z,—i)— P,P,P BZ — Z —i®)) 
| Zu 


Le" (PD BP(A—Z-+iB)— PB, P,P,P(A,— Zt i®))\. 





In allen diesen Ausdrücken lassen sich einige Glieder unterscheiden, 
aus welchen die übrigen durch die oft gebrauchten Vertauschungen entstehen. 


+++ - 
und welche alle den Factor P,P,P,P, enthalten. Demnach setze man zu 
ihrer Entwickelung: 


U= N K-Hia,+v) P(u, —K—ia,-+ v,) P(u,24,+4 v,) P(u, K-+ia,). 
DE Au 


u 
We Ung- Qu’ 


die natürlich nicht mit den früher so bezeichneten Functionen zu verwech- 
seln sind. Sie werden durch Differentialquotienten von 
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P = P(u, K+ia-+ia-+e), 
wo e—=v--v, +», ist, mittels derselben Gleichungen (43.) bestimmt, in wel- 
chen nur O in P zu verwandeln und die constanten Glieder @, H, I weg- 


zulassen sind. Die Gröfse /Z hat dann die Bedeutung 
IT —= H(K-+-ia,+v+ er a er er 
’ II" 


Und für die Differentiationen von a —y ete., eben so für die von Ü, v,Ww 


selbst. gilt alles früher von den analogen Gröfsen Gesagte. 


Durch U, V, W lassen sich nun die Gleichungen (51.) in folgender 
Gestalt ausdrücken: 


2) _ Lrjptm Say ff IT 
1) U, = + ir’. ev | Er 





der ee 





Bei conjugirt-imaginären Gröfse] . 
2), UF" = u, 
9) U = 0, 


N T%> —_ urn Sevff_ U __U U, SU 
1) U = +yrh m.)je (3 5, einen + 30.) 























(ein Glied, welches durch Ver-\ 7 
’ OoV heim. von a, mit a aus € der coniu irten imaoi- 
ri de, KU ı U BE 5 de? aV —e*.| sc Gröfse ; | 
| ov,Ov 13 Ov, Ov or, 
entsteht - 
, Alogi („de e- ee), 
oa, m" m 


5) U," folgt aus U, ER, 
(53.) 3 


6) HE > 2) = 13 vr I Y,— i4,Z'K) U," z) 4 (Y, vo iaZ'K) ge . 





2) 2K ' ’ dz 

£ 2) (avi 277 +3u ACH 17). 

gi a OU o’U o’U j' 0° U 2. o’U 
ov’or, K: | Ov}ov 7 ov}or, ov? or 


o’U oV, ; 2 oW 
+4ir'im.A =) + won st ed: av ut u, , | 








4 
die a Glieder 
+ D 


mil a, statt «a, 





\ + e”'" (die analoge Gröfse mit —2 statt —-2), 
dır dz nn h OU oU 
rys - uy 
) 2 —a m > tirlm. 'e (5 7, 1a st. a, zu setzen])) 


+” ([—ist. +] + [ist +HiD}- 














ee RER. 


orig . 
ER 
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Ich werde nur für die erste und letzte dieser Gröfsen die Rechnung 
ausführen, und von den andern die Resultate angeben. 


Zunächst ergiebt sich für U: 


a: ar 
Be . "u 77 u 7 





— — 0 mm 


ne. oU IF ‚op It' oP' - EN Au. ne Im" | 
II 0e 


— 4Yı-+ Yı)p"- Hr) 2ı(Yı- Ar Z)P— cr" + r)-| 3 Y''—_r" 7 


+s(n + (+4) P, 








at I IT' oP'" IT’ ! oP' IT" II — 
u We Ft) Te IT 1a u 
v II" { ’ II 
Hr Pr pm u) pr gl" 40 





om” 





+27 +12) P, 


also durch Addition: 





IV ELh pP" | II" ’ „ 
(+) = +, —2/ = „,P" — kr? +47 + 2, — 2yı)P 





Im" II ’ Er m 
+ Bu NP + HA ar" 48 )P. 


Verwandelt man a, in @,, so ändert auch 7/7 seinen Werth. Zerlegt 
man das Product // in zwei Factoren, deren einer die Argumente X-- 3a, w 
und ?@,--w, der andere die Argumente K--:a,--w und —A—ia,-—-w ent- 
hält, und bezeichnet den ersten mit /72, so erhält man, da die Gröfsen 
IT' II" IT" IT‘ 
a 7 
2Y,, 0, 2Yy -—12Y}Y, (nach 28.) haben: 











bezogen auf den zweiten Factor, die Werthe resp. 0, 


m _ m2 
’ A - 
Im" nn" | 
— — -2aY 
II Im u) 19 
(54.) Im" ım"2 ” Im’? 
MH mTten er 
IV ITv2 
Ir tms 24a Fern. 


Setzt man diese Werthe in die Gleichung (+), so ergiebt sich: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. L. Heft2. 20 
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* oU f oU fi IV ‚4 2 yrm Eh 2»; „ 
ee le 5 a re he 7 - Tau „)P 
"2 IT2\ n“2., ..: ma2 
Tg} | -6u, 775) P'- Er ı II2 xy 12m Ta — 2Y, — 12Y, 'Yı— 24u,Y, ')P. 


//2 ändert sich nun nicht, wenn «, in a, übergeht; eben so wenig ändern 
sich die letzten Glieder des Coöfficienten von P, die nach (27,6.) nur eine 
Function von A, nämlich A, sind. Daher verdoppelt sich die Seite rechts 
der Gleichung durch Addition der entsprechenden Glieder mit «, statt «,. 
Aus den Gleichungen (28.) folgt für /72: 
I11'2 








m — hr 
IT"? IP .. 
ni — (KK 
55 Br 
er YA-L’I(T IT). 
TRUE AN (Hr) 
a. > l 4 dv, \ fr 2er 41 mw | m ah Bi 


Nach Substitution dieser Werthe, in welchen man statt Y,+Y, auch —ı#$ 
schreiben ne geht die Gleichung (#) in folgende über: 


(III) a a re 
ou: ov, 

(H-+Y-+ 20). {P" +2.iB.P' +2. P} 

— U -—-N).P, 


. 


welche offenbar auch so geschrieben werden kann: 
o*(P.eiP«) 
ou? 
— 3(% —H).Pe®. 











/ ni; D ee“ 77 o*(P.ei“Pu) » 7 } 
N) ee gr FON HRH 2). 


( ou* 


Addirt man hierzu die entsprechenden Glieder mit «, statt «,, multiplieirt mit 
e'’”, und subtrahirt endlich die durch Anderung von +: in —2 entstehenden 
Glieder, so geht die Seite rechts in 


IR, Pe , ee 
ar 6(%, rs Y rau) ir — IC R— 1) .R| 


15. ! 
>’ tOu* 


über. Also erhält man endlich aus der Gleichung (53, 1.): 
(56. 1.) U“ ) —- a rim. IR" + 6 ( Yz+ Yy-+ 2u,) : u... se 2 Yıy..R} i 


0 
woraus, durch Multiplication mit %, 


(56,2) U = Fıyrim.u{R" 16(% 4 42). R"— 3 — HH). R} 
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d. z 
folgt. Um die Gröfse 7 —I7 az u finden (nach Gleichung 53, 7), hat man: 
'® > +5 un <Hrn=T).P" 44(—(r4 Y,)+2(N— Y:). 2). p' 
: (cr” yrr\ 3 y"ı} m II ‘ 2 | 
4 —4((Y — 7") +} Beam +4))P 


IT' u - 2 
Da 7 durch Substitulion von @, für a, ungeändert bleibt, so ver- 


schwinden durch Addition der entsprechenden Glieder mit a, statt «, alle Glieder 


" 


bis auf den letzten Theil des in P multiplieirten, in welchem nach (54.) für 7 
2Y| zu setzen ist. Man erhält auf diese Weise: 
U oU 


2 or, o v, 





)+ (entsprechende Gröfse mit 2 st.1) = — ("3 —Yı).P 


I 


mithin wird: 


dx dz 
ec z 
Diese Gleichung giebt, in Verbindung mit (46, 3.), eine directe Veri- 
fication der Differentialgleichungen der Bewegung des ungestörten sphärischen 
Pendels, indem durch Differentiation nach der Ze? aus den beiden Gleichun- 
sen (46,3.) und (56, 3.): 


(56, 3) — F1r?mY —Y).S— F2r'm.S. 








d’x d’y 
en 
d’r d’z ‚08 ar Du 1/ u. J LT RER 
ne > An "dog: — F2rı ın? —=-—ar ne rer (nach 31.) 


folgt, welche Gleichungen mit denen (3.) gleichbedeutend sind. 

Die Resultate der Rechnung für die Gleichungen (53, 4,5,6.) sind 
folgende: 
oe 
08 





4) U%> — Form a ort nf Au 
+4r ?m{YR" BHA-RHU)Y+Y)R), 
5) US? — Farm RT Lern 
+4 am IE RR" BR N+Uu) EHRT) RN, 


2 () (N — ia, Z’K) U, + R—imZ'K) U. 








(56.) 





I 


6) U,”” 


2K ” 7 X,2% Ion 2K R . rr Bas 
(2) Z'K.$.U, +4 2m(—) 2, (%—Y).R. 
20 * 











152 9. W. Dumas, uber die Bewegung des Raumpendels. 


Man sieht leicht die vollkommene Analogie dieser Ausdrücke mit den 
für 0% früher abgeleiteten. Schreibt man zur Abkürzung: 











0" +64 VL 42u).0" _ 0, 
0" +3(Y +42). 0 — 00, 
AN " 
I 1644 2u)- 22 — 00, 
(57 oe, 6) 
| RUHR N) R"—3(N—VY’R — R®, 
RT--IS(RA+-N-4R2u)R — R®, 
0 gıV | re 2 ok!" i oR ” 
de ie & 6( Y,4-Yı+2u,) de -3R-H’ ru R», 


so kann man den in den Gleichungen (45. und 56.) erlangten Resultaten fol- 
sende einfachere Form geben: 


1) rg = ri m.0®, 
2) Ur = — ur 2m.u0®, 
3) UN” —= 0, 
(58.) {4 UN = hs r2m.\0®-41.09 +30, — Ar". Q, 
5) UP — —yr2m./09 44.009430, 417”. Q, 


m 9T (X, y) 2.2 Pe ‘ FABEL 3 IR ' 
6) (7).U; ) — — — I,;r b n.\—3Y, .C,—6Y, (Y —Y).Q0' 


— 


Z'K) u y) . ( iR 7 Z'K) u” N oh Z'K. BU,’ 2 
(X, 2) 
1) ur? — 


o» 7 Foerlöm.B®, 
2) Ur ER Eu rim.uR®, 
3) I 0, 
(99.) “ yes = +75 rim. IR®— AYYR®_4 ri" RB’), 
>) U“ N EA rim. IRO_— AY! RO _ 4 Y"R, 


| 


DER 7 


-- 12( Y, en 1a, Z'K) ru e 15 ( Y, >. ’Q, Z’K) u” u: ch U; A 


Frar’im JH (r—Y).kR! 


Um nun aus den Gleichungen (2—6.) diejenigen für U, und U, zu 
erlangen, mufs man (nach 32.) die partiellen Differentialquotienten der Con- 
stanten, 2, @,, @& und » (da Ü,, verschwindet) nach % und / suchen. Da 
jene von diesen durch die Vermittelung der Wurzeln a4, 5, c der cubischen 











SEELEN 
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Gleichung (7,«a.) abhangen, so gehe man auf die Gleichung 

2(gz+h)\(r — 2’) = 2y(ra —z)(rb —z)(rce— 2) 
zurück. Variirt man dieselbe vollständig nach den Constanten A, !, a, b, « 
und setzt dann für & resp. ra, rb, rc, so ergiebt sich: 




















' _.. (d+a(l—a) Oh 1 il 
1 (a—b)(a—ec) gr (a—b)(a—e) f 2 

\ _—. (d-+b)(—b) öh 1 öl 
(60.) IR a (a—b)(b— ec) gr (a—b)(b— ec) gr’ ’ 
| _—. AdA+o(l-e) oh 1 öl 

T fe (a—c)(b—ec) gr  (a—c)(b—c) gr’ 


Ferner wurde «, mittels der Gleichung 
G-—Cc 


sn’(AK-ia,) — ws 


eingeführt. Variirt man auch diese Gleichung, deren Seite links eine Function 
von p und a,, die rechts von @, 5, e ist, nach diesen Constanten, so findet 





sich, nach einigen Reduclionen: 
dat 5) (H,—ia, Z'K)dp 
R — (1+a)(1+b)(1 b— ce a— ec  a—b x 
- +4 ‚( (—ı)® ar mar Are ui 115 0b; Ite dei, 
und wenn man für da, db, de ihre Werthe aus (60.) setzt: 
> % 





Z'K).dp 


” 32 

















=: 


CL 


ie )A+b)(1+e a) ze) \A—a) , (—e)—b) | N 
/ (a— b)*(a— c)(b—c)? / Na—b)(a—c) | (a— ge N (a—b)(b— c)! yr 


ki )(d+b)(l+c)+(a—e)’(1+e) a (“—by’ ta) i+d) 0 
RT u (a—b)’(b— ec)’ N Vgr' 


Führt man endlich statt der Wurzeln «, b, c die Gröfsen #°, z”, a,. @ 
ein, so ergiebt sich: 
2 : i 
da, + zi( ==) H—iaZ'K)dp 
en öl 
ee a 
= (HN. 





nn). am 


yr 


und durch Vertauschung von «a, und a, (wobei 2.(Y}—Y})’ und 4 
ihre Zeichen ändern): 


da, + 2i(-- I) (%-im,Z 'K)dp 
Fr (BAD HH rn), am." 


(61,a.) 


gr’ 
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wo 





4D — "en (K-+ia,)dn’(K-+ia,)-+en’(K-+ia,)+x'dn’(K-+ia,) 
Bee 5 4x'#"sn’(K-ia,) 


'*en’ia, dn’ia, + en’ia, +x'dn?ia, 
44°" sn'ia, 
gu‘ 2 /’K |; z„Annt/K |: 
m re +dn’(K-+ia,)+x'en’(K-+ia,) 
Hd l aan iD 


Sx'x"'sn’(K-+ia,) 


AP — 
(62,a.) ( 





“ 











Por "+ dn?ia, +z'cn?ia, 
j Sx'z'sn’ia, 
- y > on 
gesetzt worden ist. Für dp erhält man aus der bekannten Formel für EIPZ 
<KN s Sr 
( . dp — 0 (# „ 


wenn man für z° seinen Werth in «a, b, ec setzt: 








op = zb 0)da — (a— e)db-+(a—b)de) 


a—b)(b— ce) 


und hieraus, mit Hülfe der Gleichungen (60.) und durch Einführung von 
4. 4, K statt a, db, c 








IKN? a ö EN öl öh 
—)\ds = —- if. (VE — TYYy.P9, — —_ R), 
1,5) (Hp = im. nnt.po Han n).pw. 
wo 
p fe “*+1-+x' 
(62. 5.) | ai 





Ipw = #*'+dn’(K-tia,) dn’ia, +x*cn’(K-+ia,) en? (ia,) 
8x’ 'sn’(K-+ia,)sn’ie, 


vesetzt ist. 


Hierdurch sind die Differentialquotienten von a,. @, und p nach A und / 
bestimmt. Die Gröfse $ aber ist als Function von @,, @. p durch die Formel 


DD — 2 ( Y,—+ Y,) 
gegeben. Aus dieser folgt durch Differentiation: 


OP —= — T.da, — Y..da, 


2K 








He) rn Y—iaZ'K)t% I) Yn-i0,Z'K)— 4 )Z'K. bN dp. 


Setzt man hier für da,, da, und dp ihre Werthe aus den Gleichungen (61.), 
so heben sich die in Y,—:a,Z’A und ,—:a4,Z’K multiplieirten Glieder auf, 
und es ergiebt sich: 
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9) 
(6,0) = (MAP HA.) = 
+(% An y Am), :Y, h Te 4 . Y | .bop. 





Für die gesuchten partiellen Differentialquotienten = man demnach folgende 
Werthe: 























” Pa FRE n3 Y 1 dv =, 
= -n-M. (37 HAP_YA TE 2) zx.o 
oa, TE / Bi; 7 a / 1 (dl) 12 2K u . . FT op 
du, 5% art Zar / 1 D__ 2K > . PET RO op 
Tale (Y,—Y}) Gm en )(b-iaZ'K)R, 
op a ER Be 
Ir = — (%— IE IREE ‚PV, 

ER ob ı /yt ) „ h) dc ar, 
7 = HUN) HL HAPE 
re IKN? 
a = —(H-N). li de en, 
ne a HE AP = (nie, Z ae 
op ' Pr. h 
B..: AUPIRREREN , „DER 6? 2} 
\ oh Kan in gr a" 


Bildet man mit diesen Werthen aus den Gleichungen (58. und 59.) die 
Gröfsen U, und Ü,, so vernichten sich die n ,—:4,Z'K, Y,—im,Z'Kk 
und D.Z’K multiplieirten Glieder gegenseitig. Aufserdem verschwinden die 
Glieder mit den Factoren 0’ und AR’, weil die Coöfficienten 

Y. AP — 1%". AP HEY Y(R—N).P®, 
Y" . AP _Y". AP —6.(% — Y).P® 
in Folge der Relation 
+5 = 0 


verschwinden. Denn wenn man diese nach a,, @, p vollständig variirt, so 
erhält man: 


Sy Y" da, +" da,+ | (>= 37 iv (Y—V) 


+4 ) u" (nz K)+(& Sy", —ia,Z'K) dp, 
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woraus sich nach Substitution der Werthe von da,, da,, dp in Öl und dA 





sogleich die Richtigkeit der Behauptung zeigt. 
Demnach erhält man für U, und Ü,, folgende einfache Ausdrücke: j 
U’ = — Lrlm(%—N% or ja AD —_ 49) Q® 3 
— (YHAP-RAPKAOP! —uQOP)+3[C —C, AP -YY/ C,P®)), 
1 


„as, Y) i ?n2 eurft , art MN } h 2 
U, — Arimal, ( aan I) IM 
ar y' A BR. Y: APYXAOM) — uy®)--3(C,, MI C, U AC, p®)|,' 
(x, 2) Eu 2.2 rt Ze 1 l l + 
ur" — Fury VA AMR® 


— (YIAD® — Y!AP)(AR®O — u.R®)]. 





U" — +, rEmiYi(d, 1149 — AM) R® 
— (1 4M — , AP)(4AR® — u.R®)). 


Die hier vorkommenden constanten Factoren, eben so wie die letzten 
constanten Glieder, welche zur Abkürzung durch C, und ©, bezeichnet werden 
sollen. so, dafs 


N ' 7 Y l „ ’ ! 
je = C.. Ar — CAP —Y % LE ul 


(65.) 
IC, — C,.APm—C,.AP—4.0,P® 


ist. lassen noch bedeutende Vereinfachungen zu. 


Setzt man in den Gleichungen (62.) für die Gröfsen 


1 en’u dn?’« 
sn?« sn? u sn?« 











die gleichbedeutenden 
ZO—Yu... Z(K-iK))—Yu...ZK—Yu, 
ee ’ R a Er "=. 
(wo Z(K-HiK)= Zu für v=A-iK' oder Z’(K--iK') = u ist) und 
schreibt dann, wie folgt: 
E14 2. x*) 
ty! (2 # )h 


(66,.) \B= che @"Z04+Z'K+ AZ (K-+iK")), 


| 


A 








= nr @ZOH+ZRHFZ/ (KHK), 

















REN a 
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so ergiebt sich: 


ji — 41{B— AY),, 
(67.) 4” —= KB-AY)), 
P® — HC—-BN+W)+ANN). 


Um für die Constanten 4, 4%, P® ähnliche Formen zu finden. er- 
wäge man, dafs sich aus den identischen Gleichungen zwischen den Wurzeln 
der cubischen Gleichung 

1+5b)1-c = (b-c)(1—au), 
i--ce)(1 1 a) = (c--a)1—b), 
(1+a)(1+b) = (a-b)(1— e) 


folgende Ausdrücke ergeben: 





























en’(K-ria,)dn’(K-+ia,) REN b+c 1 PR b-+e ’ ni 
sn’(A-+ia,) a —e mia, - -)(Z0— Y,). 
en’(K-+ia,) __ e+a dn’ia, ela\ _,. r 
sn'(K+tia)  a-—e sn’ia, (ZZ K—h). 
dn’(K+ia) _ a+b en*ia, a+b en A . 
sn(K+ia) a-—e "sn? ia, Bar (Z(K--tK)—). 


woraus man durch Vertauschung von «, und «, drei ähnliche erhält. Bezeichnet 
man daher: 





























A Er), 
(68) {BI — — ug ZOO) + Zr (+2. za. (ED), 
m "204 ZR (ER) +. zn ty. (ER) 


welche Gleichungen sich mit Einführung von 


(66. b.) D ae ale . ZW = Z'K? - „er ze (K-+ ik’) 


in 
4 = (KR+N-30).4-+B, 
(69.) B' = (K-+Yi+3uw).B-+C, 
ce = (R+N-+3uw).C+D 
umformen lassen, so findet man: 
Pr — 
0) (P—=yB—AN), 
PO u 14. 
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Aus den Gleichungen (67. und 70.) folgt nun zunächst: 


| 


Am — 4 — UY—Y).4, 
r am _.Y} 4® — 1UY—Y).b, 
| AD — AP = -HR—N).A, 
| YAP— YA = — AHV -—Y)B. 


| 


(71.) 


Um €, und C, ähnlich auszudrücken, eliminire man aus C, und Ü, 


die Gröfsen Y!" und Yı'. Es war 
’ 7 A Ir N r ! vn 


und Y/” läfst sich mittels der Gleichung (27, b.) 
Y"u+12u,Y'u--6Y'uYf'u = 


herausschaffen. Um Y” zu eliminiren, erwäge man, dafs ebenfalls aus der 
Gleichung (27.), 


1 dn’« en’« 
sn’« sn’« sn’u 





a 
— 4Z0—-Y’u)(Z’K—Y’u)(Z’(K-+iK')— Y'’u) 

folg. Setzt man daher für den Augenblick 
Z'0.Z'K.Z'(K-+iK') oder ZW —- A1+P)Z0-42Z0 = k 


und erwägt, dafs: 


ZOZ'K4-Z'KZ(K-+iK)- Z (KHK) ZO = — 4a, 
ZO+Z'K+ZI(K-HiK') = — Bu, 


ist, so ergiebt sich 
Y'uY'u = 4k+2,Y'u—12u,YuY'u—4AYuY'uY'u, 
also für u — A--2u4, und u = 24a;: 
Yı'Y = 444%, 12, Y , —4YYıY. 
YYY = 442%, 13, —AYYY.. 
Dnrch Subtraction ergiebt sich hieraus, da die Seiten links gleich sind 
(2,0) 0 = ı, u, EM) - KERRY HND) 
und diese Gleichung mit resp. Y; und Y; multiplieirt und von den vorher- 
gehenden abgezogen, giebt: 
YYı = 44-412, Y BANN K(R-N) 


7 .b. ». 1 " > ,f ! 
ER) Wein — Ak+ 1 HERAN HN) 








ee En RR SER 
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Wendet man diese Gleichungen zur Elimination von Y}’Y!' aus C, 


an. so erhält man: 
C, = 4 YE-+a7%-+42,Yi 44%, 


und eben so: | 

C, Pe AYYY +aY-+} Y: 14%. 
Multiplieirt man diese Ausdrücke mit resp. Ar = 1UB-—- AL) ud 
AP —4(B— AY,), so kann man nach der Subtraction den Factor Y}— Y! 


vorziehen. und findet: 
ADC, —ANC, 


— 4Y—Y).{B(AYY 1134) 4(aH VE M+rCHH4 Y)+4A)). 
Hierzu 

0,.4P® = AR—Y)ACK+Y) —4BR+NM’HAAVYOR+N)) 
addirt, giebt: 

0 = UN -YDACKHN) ABK HLY HUN — 4) 
— Az, %-+Y)+4k)}, 
oder, da der Coefficient von B, wegen (72, «.), auf 12.,(Y3-+-Y})— 4x, sich 
redueirt: 
C, 


2 


— Y„B—N){Y4Y)(40-41Qu,B— 2,4) —4(4,B-t ka). 
Mit Benutzung endlich der leicht zu verificirenden Relationen zwischen 
den Gröfsen 4, B, C, nämlich, 


6C +12, B—,A — 0. 
WC—44,B—kA—=(, 
ergiebt sich der einfache Ausdruck: 
6, = —HR-NIR+HY + 2). U 
(73.) \Aur ganz ähnlichem Wege findet man für C: 
| GG = -HR-NIEAN +2) CNN). 


Mittels der Gleichungen (71. und 73.) gehen nun die Gleichungen 
(64.) für U, und Ü, in folgende über (in denen zugleich r?4’m durch 
Ay(gr?). (Y,— X)? ersetzt ist): 


U? = AO AB OH ON HEHE 
" ;Y' 
AO HTHTH2UC) 
U’—+, 1 {A R® — AB'(R® +uR®)N, 
vr’ EN Le a: U .{4R® —AB(R® 1 4uR®)), 
21* 





(74.) 
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Da U,, schon in den Gleichungen (58. und 59.) in der einfachsten 
gegeben ist, so sind hiermit jetzt die nöthigen Umformungen für die 
Seiten rechts der Störungsgleichungen (6.) geschehen und man erhält aus 
diesen Gleichungen, mit Rücksicht auf (58,59, 74.), die folgenden: 


Form 








-. — —InyYgr) (BY —Y).[sinß.Q® +cosß. R®], 

dt, / yp iy" | 

x u — Tan l} er Y’_— yn [sin?. |40® u 4B(O® +4u0®) 
(19.) 6( Y, - i Y- -2u,)C} +cosß |AR® NE AB(R®) - 7 tuR®)}]. 

T —+n.[sin 2. {A 0® —4B(QP-+4UQ®) 


6ORHN/ + 20) 0" +4} + os BA RD — AB RO HuR©)}], 


in welchen alle Glieder rechts nicht nur als explieite Functionen der Zeit 
und der Constanten ausgedrückt, sondern auch in Reihen, die nach Sinus und 
Gosinus der Vielfachen der Zeif fortschreiten, entwickelt sind. Dadurch ist, 
wenn man sich auf die erste Annäherung beschränkt, das Problem absolvirt, 
indem man durch die Integration, ohne irgend weitere Reductionen, die In- 
cremente von /, /, und g, als Functionen der Zeit findet. Man sieht aufser- 
dem leicht, dafs sich diese Integration für alle Glieder, mit Ausnahme der in 


' OR . \ n u 
RÜ und R® vorkommenden R und 7, In endlicher Form ausführen läfst. 
® 





Die Bedeutung der Gröfsen Q, R, e. ‘E ist nach ihrer Herleitung: 




















ce de 
n 
N 2K r 
0 = Lim. P(u,v) — - — Zu, 
SIN — 
2K v=U 
ni 
0 6) 2K u 
, — Li — > ER a A ii ® iclae 3, 
De Lim Z, P (u,v) FE. th er 
a 
2K, ve) 
RER, ev Pu. Klin. ti ad Siehe Ru: 
—— 5; je 4: (u, K-- 2a, --24,) — e ' Pu, K— m, — ia)}. 
OR EP OP(u, Kia -+ia,) 1 „op u, Ktiuctia)), 
AR r da, 


und die entsprechenden Reihen -Entwickelungen sind 














| 
| 
N 


h 2 E > 2 Y en a a "als 
ZEN Sn Dr a a ee Er han TE el u 4 am 25 
BEN HERR ER a NR Zi “ ne aa FERN a 


FREE RR je 
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st @ 4 h 
0= 5X PL. — sin 2hr, 
00 een un 
E72 ei (Er . ar cos?hr, 
(76.) 
R = 





(7). E -__ — sin (2% +f)® + p,)- 


2 5 h+4o gi 0 
(eos (@htne tn) 

Die Ableitung der a Reihen, in welchen g’ an die Stelle 
von q tritt, ist für den Gebrauch, der hier von den gefundenen Resultaten 
zur Entwickelung einiger specieller Fälle gemacht werden wird. unnöthie. 
Bevor ich aber zu dieser Anwendung übergehe, ist noch eine allgemeine 
Bemerkung zu machen. 





vm. 

Da die in den Sinus der Breite multiplicirten Glieder auch für die 
Pole gelten müssen, während die in den Cosönxs multiplieirten hier wegfallen: 
und da für die Pole keine eigentliche, sondern nur eine scheinbare Störung, 
als Folge der gleichförmigen Drehung des Axensystems der Coordinaten y 
und x und der dadurch entstehenden Modificirung des Anfangsstofses, Statt 
findet: so müssen die erstgenannten Glieder sich sowohl aus den Formeln des 
ungestörten Raumpendels ableiten, als auch die ursprünglichen, nach Poisson 
gegebenen Differentialgleichungen endlich sich integriren lassen. 


In der That erhält man für ?=!n aus den Differentialgleichungen 





FEr.,,; dy „x 
rs rs Mai 
d’? 

Fr = + m ti, 
d’z z 

7 er 2 


durch Multiplication mit 1) resp. 2dr, 2dy, 2dz, 2) 4y, —x, 0 und 
durch Integration der jedesmaligen Summe: 


= -) +) 4 = 29240, 


dx dy 2 \ 
15.70: 


und hieraus durch Elimination von dx und dy, mit Hülfe der Gleichung 
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ed. +- ydy + zdz = 0: 


‚f dz\? 4 F A u 
(7) — (— z’)(292+C0)—(n’+E), 


also für / wiederum ein ellöptisches Integral in z, aber mit einem Ausdruck 
vom 4ten statt vom ten Grade unter dem Radical. Die Wurzeln desselben 
sind ebenfalls reell, und drei von ihnen fallen, bis auf Gröfsen von der Ord- 
nung n, mit ra, rb, rc zusammen, während eine vierte, negative, in der 


Nähe von - liegt. Nachdem 2 als Function der Zeit bekannt ist, findet man 
7; 


den Winkel y durch die Formel 


dgo = ee dt; 





so dafs also auch g von elliptischen Integralen abhangt. 

Auf diesem Wege gelangt man zu Ausdrücken für die Coordinaten 
als Funeclionen der Zeit, die, bis auf Glieder erster Ordnung entwickelt, mit 
den aus (75.) für die Variationen der Coordinaten sich ergebenden Aus- 
drücken übereinstimmen müssen. Indessen giebi es auch einen Weg, auf 
welchem man die in den Sinus multiplieirten Glieder der Gleichungen (75.) 
selbst, leichter finden kann. Führt man nämlich in die Gleichungen (6, «.) 
statt der Coordinaten x, y, & die Variabeln 9 und x ein, so ergiebt sich: 


u”? RE >4 02,09 _ 0x Op 

zu Na di di 9/’ 
(52) __ BEN N RR 3 
ws "Not di ei 017" 


so dafs also in den Gröfsen U” die Coordinaten ©, y nicht mehr vor- 
kommen. Durch partielle Integration ergiebt sich: 


u” — le ı = (I — 22, 


"oi 
Ne 1 1 (e — N): 


mithin sind die ersten Glieder der Gleichungen (6, b.): 


dh ku 2G 2) 
— +nsinß- 














dt ot 
rn ol’ 
dl i ” ((—2)) 3) 
> Ye nsın PB . ET) . 











SEE REN Re ERNT les 1 Ar 


ee 
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dt, a Sc #) 














7 == —nsin ß- 
d : En, 
er — +nsinP- Er — nsin/ 


Die erste Gleichung giebt, da Game DE Zr ee er die 
Zeit nicht enthält: 








dh 
Sachen 
wie früher gefunden wurde; die zweite, in welcher en — 1 ist, giebt 
0 
d a, 
M = nsin P- red 


; a .. . a (x, v) 
wie man Dies ebenfalls aus dem ursprünglichen Ausdrucke für 0 


sy op de 0x dy 


—— — — —— to. 





" SEOErEee Oo, IB 
hätte finden können, wenn man darin nur für Era und 3. resp. —z und y 
pP 0 


substituirte. 


Um die partiellen Differentialquotienten = und = zu finden, kann man 


sowohl von dem Integral 


en 1— Adx —(+a)(i+b)(I+e)\ sdaı 
nr” yG (a— x) (2 — rg A—IL u er rs I+ 2)’ 


als von der Formel 








ze | 2 4 1 lu+K-ia)9(u-+ia,) 
Hu put m(t W)P wer le Su Kin) Olu—ia) . 





ausgehen. Das erste Integral ist leicht unter dem Integralzeichen nach «, b, « 


zu differenliiren, und dann aus den Gröfsen =r > = mittels der bekannten 


da © 1) zi2 ft}, 
7 57, eic, ern und - er abzuleiten. Dies ist der kürzeste Weg um die ersten 


Glieder der nn zu finden. Die angegebene Formel für y lälst sich 
ohne Schwierigkeit insbesondere zur Bestimmung der Constanten €‘, , Ü, etc. 
anwenden, indem man zu diesem Ende nur die Glieder zu berücksichtigen 
braucht, welche nach den Differentiationen den Factor % haben. 
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Vor dieser Methode, die sich nicht auf die in den Cosinus der Breite 
multiplicirten Störungsglieder ausdehnen läfst, hat die hier gewählte den Vor- 
zug. dafs sie sich anwenden läfst,. so oft die störenden Kräfte, nach den 
Axen r, y, % zerlegt. ganze rationale Functionen der Coordinaten und der 
(reschwindigkeiten sind. 

Ich gehe jetzt zu der Entwickelung der wichtigsten speciellen Fälle 
des Problems über; nämlich zuerst des ebenen Pendels, dann eines sphärischen 
mit sehr kleinen Exeursionen. Bis auf Gröfsen von der niedrigsten Ordnung 
ist diese letztere Untersuchung von mehreren Mathematikern gemacht. zuerst 
von Binel (Comptes rendus 10 Fevr. 1851) unmittelbar nach der Ent- 
deckung Foucaults. Man ist dadurch zu der Kenntnifs des Sinusgesetzes 
gelangt, welches, wenn man die Bewegung des Pendels unter dem Aequator 
als ungestört annimmt, in der That ein rein geometrisches Phänomen ist. 
Aber für den Aequator verliert dies Geselz selbstverständlich ganz und gar 
seine Geltung. und es ist die eigentliche Aufgabe der Analyse. den zweiten 
Theil der Störung, welcher hier sein Maximum hat, zu finden. 


IX. 
Anwendung auf das ebene Pendel mit beliebiger Amplitude. 

Bei der Bewegung des Pendels in einer senkrechten Ebene ist die 
Gonstante des Flächensatzes /=0. Um keine Glieder von der Ordnung der 
störenden Kräfte zu vernachlässigen, nehme man / als eine Gröfse von dieser 
Ordnung an. Die cubische Gleichung: 

ı(gz+- hr —)— = 0 


siebt dann. nach Vernachlässigung der FAN: Potenzen von /, die Wurzeln: 











Ds 
L Ar? 1 + yr) we Bit, 
u. u; 
R z 
7 Ar’(h — gr) ML 


welche der Reihe nach mit ra, rb, re zu bezeichnen sind, wenn kh— gyor<0. 
also die dritte Wurzel kleiner als —r ist. Dies ist der Fall des Ain und 
her schwingenden Pendels, welcher hier zuerst betrachtet werden soll. 

Bis auf Gröfsen von der Ordnung /? ist dann: 


p) ie di 5 h 
„ au-—b ww 


—— 








a—c gr 
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Drückt man hieraus % durch #° aus, so erhält man für die Wurzeln die Formeln: 



































1: ® 
Ar "2 
(78.) b = 1— 27, 
x” Sgr’ 
E Daraus folgt, dafs, bis auf Gröfsen erster Ordnung, ,—=0 und ,— FA’ ist, 
F während #° oder p bis auf Glieder von der zweiten Ordnung constant bleiben : 
; und zwar findet man: 
! Mi 
: ni ee 4? v(gr°) da, 
._._ rn 1 I FRE dl 
& = +K er 7 Y(gr’) +Ä + 0a, 
Ferner wird 
5 — Far —N.da, —V.da,, 
also erhält man, da bis auf Gröfsen von der zweiten Ordnung 
= 20-222 — 20-1, 
Ye Zu Zz0 
=>t 
ist: 
ee ” = ! ö 1 (”Z'0— x (Z’0—1)} 
u: Y(gr?) Axt re. ’ 
oder, wenn man zur Abkürzung 
u" Z0 —-A(ZO I)= +" —z)Z'0 
setzt: 
a ee 
Perxktgn vr’) 
Um die Formeln für die Coordinaten zu finden, hat man ferner: 
OR r Er EIER 20 SE 
P(u, K--ia, +4) = P(u, KFik — Tas): 
oder, da nach Jacob?’s (Fundd. $. 61.) 
; O(uFiK') — +igq-ie * Hu, 


. . 1 >52 
H(uFiK') = +ig”ie ’*.Ou 


ist, 
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; ir 
ah t3r H(u+K- BIP] ey he 
Pu, K+a-+10) =e — u 
u AK-i: A ) 
en 44°” (gr?) 
foiglich durch Entwickelung bis auf die ersten Potenzen von !: 
7 TER „u IH u«+-K)H'O . at x l H'(u+K)H'VO 
7 ; ei m u A 2 ad a. z . 
le ee e QuQK er, Y(gr’) Ju®K 


und wegen des obigen Werthes von &: 
e”,.P(u, K-+- 2a, -+ 24;) 
et 75) VAu+K)EO | ee, HK) 
tt OK 4x’x'” Y(gr°) QuQK 
Bezeichnel man das Azimuth der Pendel-Ebene, von Nord nach West 
gerechnet, durch «, so kann man 








u l 
(9. Qt ——« = o+4 
( ) po | 44°"? Y(gr®) u 
setzen. Sonderi man dann in e'”.P den reellen vom imaginären Theil, so 


ergiebt sich: 





ST 














FA H(u+K)H'O nt ! H'(u+K)H'v 
N) - _ . . 5 
er Qu OK zeomR 42°” Y(gr°) QuOK : 
.. H(u+K)H'0 «”"— x” 1 H(u+K)H'O 
= Fcosa QuOK ue: Ar? x? "Ylgr’) QuQK 


Man kann hier auch, wie leicht zu sehen, für 4 und © elliptische 
Funclionen und Zu einführen, indem 








H(u+K)H'Vo . 
9u0 = _—— zcenUu, 
H'(u+K)H'O , 
1 eT2 a z(Zucnu — snudnuw) 


ist. Durch Differentiation nach « erhält man dann nach (31,4). (wo für A 
a—c—=?2 zu selzen ist): 





ze = 2rz \sn u dnu.sin.e 
- R- 2" — x’)dnu(Zusnu- dn %)) cos 
RE (z en u + (2° —x)dnu(Zusnu--cnudnu))cosa|, 
(S0.) y= erannane 
/ 





(zen u + (2 — x’) dn u(Zusn’u +cnudnu))sin«(, 


r am Y(gr‘ r°) 
während z bis auf Gröfsen von der ersten Ordnung einschliefslich durch 
\2 = r(1— 27° sn’u) 


























Er‘ 
£ 
Ber 
Bi; 
Ki: 
Bi, 
Er 
5 
A 
a 
FR 
S 
63 
: 
nn] 
1 


RE 


DR 


ee 


a 
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gegeben ist. Die ersten Glieder dieser Gleichungen sind die gewöhnlichen 
Formeln des Ahöin- und herschwingenden ebenen Pendels; die mit / multi- 
plieirten drücken die Abweichung von der Ebene aus. 

Mittels der Gleichungen (75.) lassen sich nun folgende drei Fragen 
ohne Schwierigkeit beantworten; die erste nach dieser Abweichung, die zweite 
nach der Schwingungsdauer, die dritte nach der Drehung der Pendel- Ebene. 

Für die erste Frage giebt die erste der Gleichungen (75.). nach Sub- 
stitution der Werthe von Yı und Y in 0% und R®, da O — Zu und 
R = +zenucos«a zu selzen ist: 


BE 


7= 7 dy(gr’) .2n (sin (Zu —2(2"” —z) Zu) 


+cosß cos afzen u — 2(2#"” —x')zen” u — 3zenu!}). 
Da zcenu.du sich endlich integriren läfst, so ist es nicht nöthig, auf 
die Reihen-Entwickelungen zurückzugehen. Integrirt man zwischen zwei be- 
liebigen Grenzen =!’ und {=!" und deutet durch 
[fu], 
die Differenz der Werthe der Function fu für die oben und unten anzu- 
gebenden Argumente an, so erhält man 


ll. = —4yY(gr’)- — an (sin [Zu — 2” — 2) Z’u],. 
+ cos ßeosa[z en”u— 2 (2? — 2)zen'u — 3arcsin (zsnw)], ). 
oder, da die Ausführung der Differentiationen 
Z"u—2@"—z)Zu —= — 2 462° sn’udn’w, 


zen” u— 2/2” — z)zen’u 3x sn u dn u (1— 27° sn’w) 


giebt und für Me \- zu setzen ist: 
m g 

81) [IM = — ar. (sin. [22 sn’ udn’u]/ 
-- cos cosa[zsnw dn u (1— 22° sn’ u) — aresin (zsnw)],!}. 
Diese Formel, welche übrigens lehrt, dafs / nach Verlauf einer ganzen 
Schwingung dieselben Werthe annimmt, beantwortet die Frage, wie weit das 
Pendel, wenn es in abgelenkter Lage der Wirkung der Schwere allein über- 
lassen worden ist, in dem tiefsten Puncte seiner Bahn von dem Lothpuncte 


abweicht. 


Bezeichnet man den Werth von / für v0, X, 2K, etc. durch resp. 
I, U, &, so giebt die Formel: 
(32,a) L—Ih = + ?nr’|sin?.2x° 2” + cosß cosa (2x (1— 27°) — aresinz)} 
22 * 











168 9. W. Dumas, uber die Beweguny des Raumpendels. 


oder, wenn man die Amplitude des Pendels durch 9 bezeichnet, also x —= sin 49 
selzt: 
(82.5) &—1 = nr°. (sin sin’ + — cos ß cosa (IF — sin#cos sl. 
In dem angenommenen Fall ist offenbar /,—=0, mithin giebt die Seite rechts 
den Werth von /, an. Aus den Gleichungen (80.) folgt aber für «= 2X: 
1 








* 2 = 
2 — 3% (gr) rcos«, 
vv 1 2 rsin« 
2x2 y(gr?) . 





also ist die Gröfse der gesuchten Abweichung durch nn Fr und ihre Rich- 
tung durch das Azimuth & +47 ausgedrückt. | 
Entfernt man demnach ein Pendel um einen Winkel 9 aus seiner Ruhe- 
lage nach dem Azimuth & und überläfst es alsdann ohne Anfangs-Impuls 
der Wirkung der Schwere, so geht sein Endpunct an dem Lothpuncte 
in der Entfernung 





yy 1 
s ai in / - Q\\ 
ur | = Ismid sin A sin" — cos cosa (F — sin Fcos I)\ 


und in der Richtung des Azimuths um «+47 vorbei. 

Für eine bestimmte Amplitude erreicht die Abweichung ihr Maximum 
für e—=n, wenn >60, für «e—=0, wenn P<Z0O, d.h. beidemal für die 
Schwingungsrichtung im Meridian vom Aequator nach den Polen zu. 

Für v„=3K und «—=ÄK folgt aus der Gleichung (81.): 





,—l = 4nr’.cosß cosa. zz (1— 22°) — arcsin A} 
— — 2nr’.cosPcosa.($ — sin#cos#). 
Mithin sind die beiden Enden der Bahn des Pendels durchaus nicht gleich 
gestaltet, und man mufs die Elongationspuncte u = Ä, IX, IX, etc. von denen 
u—3Ä, TK, etc. wohl unterscheiden. Die ersten werde ich die geraden, 
die andern die ungeraden Elongationen nennen, wenn die Bewegung von 
u— K beginnt. Dagegen findet sich ebenfalls aus ($1.): 


,— k=elh—t=0, 
d.h. die kleinste Entfernung von der Verticalen ist beim Hin- und Hergange 
des Pendels dieselbe. 





Die zweite Frage nach der Schwengungsdauer erledigt sich durch 
den blofsen Anblick der zweiten der Gleichungen (75.), die, wegen des 














REN 





Ba DPD 


NEE INER 
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Factors Y}’ oder /, 4, Const. giebt; denn aus dieser Gleichung, in Verbindung 
mit der Gleichung = Const. folgt unmittelbar die Constanz der Schwingungs- 
dauer; übereinstimmend mit der Bemerkung Poissons a. a. 0. 

Um endlich die Drehung der Schwingungs-Ebene zu finden, deren 
Azimuth, wenn man nur die Elongationspuncte beobachtet, durch die aus (79.) 
nach Substitution von , für 2 entstehende Gleichung 





a—= mt 5 urin 
TER gr 9% 


gegeben ist, differentiire man diese nach der Zeit, nämlich 


da dp, u 4 
(33.) Aa a Tanz 





dp, 
dt 
Glieder, also die Constanten und die in die Zeit multiplieirten bei. Man 


setze also 


und behalte in dem Ausdrucke für aus (75.) nur die nicht periodischen 








(34.) -. — 4n.|sinß.(B’.uQP— 6(NY-+Y +2) C'— 4) +cosß. Buß"). 


Hier kann man, da es nur auf die Werthe von , für u=A, 5A, 
YK, etc. ankommt, aQ® und wR® durch resp. 


1 5K 4 5K 
iK / u0® du und 4K SI uR® du 
K K 


ersetzen. Es ist aber, wenn man durch angehängte Indices O,, Oi, Oi, : -- 
R,, Ri,... die Werthe der Functionen ©, 0', 0",... R,R,... für uv=Ä, 
also auch für == 5Ä bezeichnet: 


1 5“ (4) m ' ! 4 
RS u0® du = 01" +6(N--Y +2) 0. 
K 


5K ’K 
ag/ R®du — Ri" +60 + +2) RI? Rdn, 
K 


K 
wo / Rdu den Werth der periodischen Glieder des unbestimmten Integrals 


für a —= Ä bezeichnen soll. Substituirt man also für Q und R resp. Zu und 
+xcnu.cos«, so erhält man: 


1 5K 
IK ul" du = — Zu -6xr°z", 
K 


1 5K } 
Kl uR® du — +(327' (1 — 2x”) — arcsinz) cos«, 
K 
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und wenn man Dies in (84.) substituirt, mit Rücksicht auf (82. «.): 
ni: WERT hi U, — sin P (2uB' — 2" — 2) C- 4): 


me no 
dt 6 Zu 


Aus den Formeln (68.) folgt aber, wenn man für «a, b, ec nach (78.) 
resp. +1. 1— 27 und —1 setzt: 























! 1 ı yr Ir | oo > 1 
W. age Z0—EZCK ++ 2.K' )\ BD BEE: ‚U, 
1 h N: 1 2__ zit? 
“ („RZ „ara 2 A We u 4 
Ü' — Zuge 1% ZV—zZ(K-+ıKk ie a 
Daher wird einfach: 
do. > L—I 
fr — —n.\sinß — RR a 
di 44° x nr ' 
und nach (83.): 
£ de j ne l 
85. — —_ — nsinß -- —, 
( ) di Pt 422? r? 


Hiernach sind zwei Hauptfälle zu unterscheiden. Wird erstlich das 
Pendel durch einen momentanen Stofs aus der Ruhelage entfernt. so ist 
,—0, mithin: 


ir ! RN 
(56.) r — —nsinp, 


d.h. die Schwingungs-Ebene dreht sich mit gleichförmiger, dem Sinus 


der Breite proportionaler Geschwindigkeit im Sinne der täglichen Drehung 
des Himmels. 


Die Ebene bleibt ungeändert im Aequafor, obgleich das Pendel auch hier in 
einer Curve doppelter Krümmung schwingt. 

Wird zweitens das Pendel in abgelenkter Lage ohne Anfangsstofs der 
Schwere überlassen, so ist 4,0, mithin nach (82.) 
‚sin ?.42°2” + cos P cos o..(2zz' (1 — 22°) — 2 arcsinz)) 


und. wenn man für 2 wieder 9 einführt: 








Q7 da en Se 2 23 — sin? 
(S7.) 7 an sind.(1— u)—ncosPcosa.u., rss 
‚(24 —sin2% da 
Ist nun (1— u)? > wW( I hun . 
nun (1— u) > u ( er ). so haben 7 und / stels entgegengesetzte 


Zeichen; also wird die Drehung der Ebene von jeder Anfangslage aus, im 


Sinne der täglichen Drehung des Himmels geschehen, aber mit verschiedener 
Geschwindigkeit, indem diese ihr Maximum hat, wenn die geraden Elongations- 








& 
a 
Bi 
5 
5 
R 
4 
“ig 
=. 
E23 
% 
* 
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puncte im Meridian nach den Polen zu liegen, und ihr Minimum, wenn die- 
selben Puncte nach dem Aequulor gerichtet sind. 


(2I — sin IN? 


2 


Ist ferner (1 — u)’ = u T_c0s25,); 50 ist das Minimum der Ge- 





schwindigkeit 0; es giebt also in diesem Falle eine Lage, in welcher die 
Schwingungs-Ebene ungeändert bleibt; und zwar findet Dies Statt, wenn man 
das Pendel auf der nördlichen Hemisphäre nach Süden auf der südlichen nach 
Norden aus der Lothlinie entfernt. 

24 — sin 29? 
1 — cos?2%# 
gewichtslagen der Schwingungs-Ebene, bei denen auf unserer Erdhälfte die 
geraden Elongationen nach Südwest und Südost, auf der enigegengesetzten nach 
Nordwest und Nordost liegen. Aus jeder Zwischenrichtung dreht sich die 
Pendel-Ebene der östlichen Lage zu, und zwar bald im Sinne der täglichen 
Drehung, bald umgekehrt. Im Aequator fallen beide Ruhelagen in diese selbst 
hinein, und wenn das Pendel anfänglich nicht in einer derselben schwingt. 
so drehen sich die geraden Elongationspuncle wieder in die östliche Lage. 





Ist endlich (1— u)" <a „ so giebt es zwei solcher Gleich- 


Erwägt man noch, dafs bis auf dritte Potenzen von %, 
1—u = 1—39, 


E 23 — sin? 
———41-— c0s?H 





1 93 
19 


| 


ist. so ist es klar, dafs in unseren nördlichen Breiten und bei den kleinen 
Amplituden, die man langen Pendeln geben kann, stets der erste Fall Statt 
findet, und dafs aufserdem die Verschiedenheit in der Drehungsgeschwindig- 
keit der Ebene unmerklich ist. 


Die erste der hier für das gewöhnliche, ebene Pendel gelöseten Fragen 
werde ich nun noch für das herumschwingende Pendel untersuchen, die an- 
dern aber wegen des geringern praclischen Interesse dieses Falles übergehen. 


Nimmt man in den Formeln (77.) A— gr >0O an, so sind die Wur- 
zeln in derselben Reihenfolge mit resp. ra, rc, r6 zu bezeichnen. Man er- 


hält dann 
2gr 
h-+gr ' 


und wenn man die Wurzeln hienach durch x ausdrückt: 


x 
[2 
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ge een "Syn? ’ 

4° I? 


an —1+ 2? Sgr?’ 


ce 
gr > 


woraus mit Hülfe der Gleichungen (9.) leicht zu sehen, dafs bis auf Gröfsen 
erster Ordnung ausschliefslich, 
d, ni d, = + er 


ist. Demnach wird. wie schon früher bemerkt, 
B—= FAÜYiiK)) = T2.——. 
A, 2K 
Ferner wird: 
u+ KLUÜKN)HO 
QuH(KLUR) 





P(u, K-+ oa, +2q,) = 


I 


_ 


iu. 
also mit Rücksicht auf: e' —e Kt" bis auf Gröfsen erster Ordnung aus- 
schliefslich: 

S — c0sY,.dn, 

R = sing,.dnw. 


‚ B-. R i 
Hieraus folgen, da A = a— c= ist, für z und y die Werthe 


c +?r cosy,snwuenu, 
y +2 


während 


(89.) rsing,snucn%, 
3 — r(1—2sn’«) 

ist. Nimmt man an, dafs der Anfangsstofs in der Richtung des Azimuths « 

erfolge und setzt wieder für den Anfang u=ÄK, so mufs man 


+cosy, = Sine, 

Fsing, = (0080 

setzen. Substituiri man demgemäfs in die erste der Gleichungen (75.) Q= Zu, 
R — Fdnwcose und erwägt, dafs Y+Yı+2u, und %Y—Yı resp. die Werthe. 
4(1-+2”) und z° haben, so ergiebt sich: 

A any(gr’)-— Isind(Z"u-+r2(1+x”)Z"u) 


— cos cosa(dn"u+2(1 +x”)dn”u — 3x*'dnu)). 
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woraus durch Integration: 
— — nr. nd sin d (Zu +2 (14 2") Z’w) 

— cosß cos a (dn”u4-2(1-+ z"”)dn’u — 32 amw)} -- Const. 
folgt. Es enthält also in diesem Falle ! ein der Zeit proportionales Glied. 
Nach Ausführung der Differentiationen ergiebt sich: 

(0) I!= —3 nr’. — (sin P(2(1 +”) Z'0 — 22° -+- 62° sn’ucen’ u) 
— cos cosa(3z'snuen u (1 — 2 sn’w) — 37*am w)} 4 Const., 
und für die Grenzen u=K...2K: 
,—l = —nr’ncosßcose. 


Die Seite rechis giebt, da hier ,—=0 gesetzt wird, den Werth von 
I, an. Die kleinste Abweichung des Pendels von der Verticalen wird bestimmt 
durch die Wurzel «, nämlich: 

l 
ie a 
ry(l—aa) = +r gr’) 42. 

Die Richtung der Abweichung könnte man durch Entwickelung der 
Coordinaten bis auf Gröfsen einschliefslich erster Ordnung finden, kürzer jedoch 
findet sie sich durch Vergleichung mit dem gewöhnlichen Pendel, mit welchem 
das herumschwingende Pendel für den Grenzfall 1 übereinstimmen mufs. 
Den Modul x kann man durch die Anfangsgeschwindigkeit des Pendels aus- 
drücken. Entspricht diese der Fallhöhe 4, so findet sich 

"pe 2r 
ee #5” 
Man hat also folgendes Resultat: 


Wenn man dem Pendel in seiner obern stabilen Gleichgewichtslage nach 
dem Azimuth « eine Anfangsgeschwindigkeit mittheilt, die der Fallhöhe 
entspricht, so weicht es in seinem tiefsten Puncte von der Verticalen um 
eine durch die Formel 


nr cz) . 277C08 PB coSsa. Gras) 


bestimmte Entfernung nach der Richtung des Azimuths «+47 ab. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd.L. Heft 2. 23 
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Xl. 


Anwendung auf ein Pendel mit sehr kleinen Excursionen. 

Man bezeichne durch A und « die Sinus der halben kleinsten und 
grölsten Abweichung des Pendels von der Verlicalen, und setze daher, da die 
Wurzeln der cubischen Gleichung « und 5 die Cosinus dieser Winkel sind: 
ja = 1— 244, 

Ih = 1 — 2uu. 


Alle von %&, a,, a, abhängigen Gröfsen lassen sich nach Potenzen dieser als 


(91, «.) 


kleine Grölsen erster Ordnung zu betrachtenden A und « entwickeln. 


Zunächst ergiebt sich aus der Relation zwischen den drei Wurzeln. 
nämlich aus 
1+ab+ac-+be, 
durch Entwickelung bis auf Glieder von der 6ten Dimension einschliefslich: 
(1,5) ce = 1-2, 2 (WR) — +... 
Kerner 
P. FR an Br 7 EIER La Pl —R) Lt... 
(,e) / a—c | 
|; — 1 = 1—- (WW) —K(wW—W)4... 


Nach Potenzen von x entwickelt, erhält man 


2K rg 
gr. 14H tert 
2E 
ST 
2(K—E) 
gT 


a ur > “ 
+7 "cıt —"s5r/ 


>) 1} 


++ 





4 X 
und hieraus: 
E 

ZU = K PT ae 1524 

ZK —= Z0- 1x Ba hin 
Z'K+HiK)—= Z0—1 De ee 
Nach Substitution dieser Ausdrücke in die Gleichungen (66.) ergiebt sich: 

2 
A= Zeltetzet, 


(93,4) (B= Dun 
Ü 314 A+Het 
D= —1.1r4« tt. 


(92, b.) 
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und wenn man nach (91,c.) #° durch « und 4 ausdrückt: 
2 





zum ve (ww — 32) 4 (Qu? — 3 4° 4- 44°) eh, 
(93, 6.) = 11 43W@—R) +, 


s.f + — 4) + (ut — Eu + 112) eh, 
rs 1-44 — 2) 4 25 (230 — 302 4 U), 
Ferner erhält man, da 


Bau = 
\ 





BIY 4 — zo tr: 


4a— 
lt) le He U) — zu — 15 — 69? 4 — 134°) 
ist. nach (69): 





A — rs uw 44) — (u? = Juri? 7 R | 
(93, c.) — (u —12u An el, 
B' — 3.144830 13) 1, OHR 49H). , 


C —1.41— 4(W+ 52°) + 25 (u? — 54u? 3 1 SA) eh, 
Hieran schliefsen sich, um die constanten Factoren der Variationsformeln (75.) 
vollständig zu machen, die Ausdrücke: 


—H4HR tr 4 


d—C 
Y+Y-+2u,= —?2 = ) 
— ee — u Ju — it, 
"__ __.yn Ad—a)1—b)l—e) 
er —r2y( a ) 
— F2uf1 +40 +34 + 
1= Fy@gr)y(d— ab) e)) 
\ — F4ylgr)wf1 Wi. 
Zur Ausführung aller Reihen-Entwickelungen sind jetzt noch die Gröfsen 


y und g° nöthig. Die erste läfst sich leicht nach Potenzen von x entwickeln. 
nämlich: 


| 


YıY— 








(94.) 





2° Er 
= Zittern 
und hieraus ergiebt sich durch Substitution des Werths von #° in « und 4: 


(5) = alu - at HRNHt. 
23 * 
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Um g° zu finden, leite man zunächst aus den Gleichungen (9.) fol- 
gende elliptischen Functionen für das Argument + = s her: 


Eur. 2% 1 _/ a—c . u a+b 
sn K ”. 25, = >. a a pe. sn 25 = + ? = 6 _ard }) 
| a — bh —c u — u—( 


» h iz > / / , ’ EL 
(96.) (cn(KÄ-+2s)=7F ey Er er 


a — Deu? bh l EEE 


a den” h ce — aa 


u BD .:/ 0 —t , a _/cc— bb 
iıa(X+a) = — dns — YV— 


Die Bestimmung von g° aus jeder dieser Formeln ist leicht. Wählt 


man z.B. sn?s, so ergiebt sich nach Substitution der Werthe von «a, b, ec 
in « und A: 


4 N b 6 c n 4 Pr} 4 P P f 
BE. a a LA ae u... 
( age 1 Wr — 2 WR +3 - 


nis — —c 

Aus der bekannten Entwickelung für cosecamw, nämlich 
2K 

nn Br 1 4! S, | A+q%sin 

sn“ sinz U— 2 rcos2r +gH)? 


erhält man aber durch Zerlegung jedes Gliedes in zwei Partialbrüche und 


durch Substitution von EX statt x oder g*' statt e'*: 


2K . 





} — 
- gr 2ytio | 2glbo pt 2g?Fbo 


snis 1— #0 1—gP30 FE 1— #0 u ge N 1-0 — elc. 


Entwickelt man die Brüche durch Division und bezeichnet für den Augenblick 
die Gröfse erster Ordnung: 2(g*:'°— g'*'”) durch 2, so findet sich: 
. <K 


wg 
gı nr 94% N 4 8 \ 1 5 | | 
= st re TI IFA FIT 
Ip} G 
und wenn man — und g durch « und 4 ausdrückt: 


Fi 


a AT TEEEEEIEEEEETEERETTOS TE 


. . . . 1 " 0} 
Diese Reihe mit der oben für er und 4 gefundenen verglichen, 
giebt: 


(97,0) Erg — 12 — a1 Ka) 41T 


7 . 5 . ‘ . % . - Pr 
Vertauscht man nun « mit A, wodurch « in d, in — ze: ginn —q, Ain z'Xk, 
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. r ' a ic ii. 
sn(2s,z) in —en(K-+:s,x) oder sn(?s,x) in sn(z's, 7)» mithin s in z's 


s s x a ’ 
übergehen, also — und auch g*!’ = e °* ungeändert bleiben, so erhält man: 


K 
(97,6) + gr — Hut) + TWIN) +, 
und wenn man diese Gleichung zu der vorigen addirt, oder davon subtrahirt: 
gr — Hut M. il 4a— Sul) 
+ 133 (17u — 146 u? 1 50u° 2° — 146? +17) 4 oh, 
gr — 4a —4). 11-4 4(W + 5uR +2) 
+ 133 (17u +146u° 4 4 50u? 4? 4146? 174) +}. 
Auf gleiche Weise könnte man g“ und 9“ entwickeln, um mittels der 
Gleichung (34.) zur Kenntnifs der Gröfse f zu gelangen. Dieselbe läfst 
sich aber nach dem Additionstheoreme der Z Functionen in 


re, .$ Re 8 PR): sn(K+tis) ı) 
ua ur et ER s 
I nn CY(K- a) 7 Ya,) = ru 1Z(K Tr 0) Ta sn(K-+ia, j 


(97, ce.) 





umformen. Aus der Entwickelung von Zu, nämlich: 


aR\ 0» "2 I 4gı-1sin?r 
ee en ler error ne 





ergiebt sich aber für v=KÄ--s: 

2Ki,,vı: — | 2g!t° 2'170 2g>+° 2gp*° 

- Z(K | 25) + er 1-+q1#° Ip 1+p*° £ 

in welcher Reihe das erste Glied Oter, die beiden folgenden 4ter, die fol- 
genden $ter, etc. Ordnung sind. Mit Hülfe der Reihen (97.) erhält man hieraus: 


(4 IZ(K-+ is) = FIELHW@R) Hl + 2 3) ne}, 





st 


und da nach (96. und 9.) 
a FE tt) 


snia,sn(K+ia) —bb a—c 








=} = 14 Ku’+52°) 4 (gut —42u 1532) + | 


ist, so ergiebt sich durch Addition: 


(98) F— Ft Bunt 4BuA@ +4 +. 
Hierdurch ist man in Stand gesetzt, alle Reihen-Entwickelungen, die 
zur Bestimmung der Coordinaten nach (33.) und der Variationen der Con- 
stanten (75. und 76.) nöthig sind, ohne Schwierigkeit auszuführen. Um mit 
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der frühern Bezeichnung für das ebene Pendel in Übereinstimmung zu bleiben. 
werde dabei 

p@t(ftl)r = atyn 
seselzi. so dafs « das Azimuth der Pendelprojection in den Zeiten ist, welche 
u— K,5KA, 9K, elc. entsprechen. 


Man erhält demnächst aus (76.): 





0 —= 4 (uw — 4°) (14-4 + 44°) sin2x —- 245 (u? — 4) sind} 
+ ueosal14+ Fr Pet Pe — 258) coSsT 
2K pn 1 Frida —i . — 47° Eee —i£ ) fg 
zn 2 | 242 22% 
1 202 —/i Ku Te la > a 





Bit, 
2KN’00 . 
—)Z—=4W—R {14 404 12)cosdr-+ 4 (W— A) cos4x 

u Tel » 
u 2 du ta 35h) C0Sw 


1 
Gl 
BT BE a1 22° 20 er ale — 1) cosdr] 


e Kn oR 
li Pr Fucose[ 1 HE u + + Fu) sind 
er A) I— 384 Lu)sindec + 4, — N) sindr]. 


Aus R folgt S durch Differentiation nach Y,, also nach «; dann folgen 
nach (31.) aus Q, R, 8 durch Differentiation nach % und durch Multiplication 
mit #(4a—c) die Coordinaten 2, y, x, wobei man die für z hinzutretende Con- 
stante durch die bekannten Werthe von 3 für «0, X, etc. bestimmen kann. 
Sn ergiebt sich: 


z=er/li— WR er) + le? — 4) cos? 
+ 15 (W— A)’ cos4r}, 

ucos ce [1 ei rt Tut sine 

BR oe PT RT sindt Mr U: se — 1) sinsz]l 

(100...) +4sin a — A eh eoszl 
| + 3, — RP) 1442 — 4 u?).c0sIc+z3glui— N) cosdr] 
usin ll ee et Te + sine 

ER + 3 @—2) (144 — 43°). sin de +23 {u—7)’sind.r] 





j+*e 050 (1—r ah It 5 — 2 tut )cos? 
\ + WR) IH4R—tu}).cosIrt+ ats —A)cosdr]) 
Die ersten Glieder dieser Reihen geben die bekannte elliptische Bewegung 
des Pendels,. wo für x und «, die nach dem Frühern die Bedeutung 
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= Zr (t—h) 
/ I / 2 | 
(100, d.) u) F)a-t).1-tu u 1 72 A u 6 1 72 a ae 
be Fra Full) 4) tw tr 4 


haben, ebenfalls nur die ersten Glieder Oter Ordnung beizubehalten sind. 


Die Entwickelung der verschiedenen Glieder der Gleichungen (75.) 
hat keine Schwierigkeit; ich übergehe daher die Ausführung der Rechnung 
und gebe nur die Resultate an. Sie sind: 


An —4n y( gr’)(uu— 44.) 


di 
sin d.[(1—2u’— 34) sin 22 + $(u?— 4°) sind] 
—.ıı cosP cosa-[(1 — u? — 34°) cose — (1—12 u’ — 2,4?) cos3.r 
PO; — (u —3)°)cosdr])> 
+ 4cosß sin a-[(1 —34#°— Zu?) sin x + (1— 132° — zu) sin 3.2 
+ 7(W—4)sind«] 
2 Zu 
tn? g un — —Ah 
sin 3. [(1—4u’— 44?) cos2.r-- Hu —4) cos4.r — Hu’ —4°)] 
—ucosß cosa.[(1+3u? —#)sine — (1— ze + 254°) sin 3.r 
X ee 7%) sind=]). 
+4cosß sina .[(1+34° — w)cose + (1— eg 4°-- u) cosd.r 


+ lu? — A) cosdr] 








ee 


(101, a.) 


dp, 1 


= [} 
— 


di "uu—a, 
sin d.[(u?+ 4°) cos22 + H uw’ — 4) (w’+ 4°) cos4r 
+ (WR) (1 2u—24) — Zw — A). usin?z] 
+ u.c05ß cose..[(32°— wu’ + Zu Zu’ — 34°) sin x 
X (1 Bett u + gi) sindr 
22): sinde + 3 wW— A )u(cos ce —cos3r)] 
+4cosß sina. [u — A + 324 Zw’ — Zu) cosx 
+ (Wat u + aut) cosdr 
\ + Zu —) cosdr — (uw —A u (sine — sind3r)] 
Aus der ersten dieser Gleichungen kann man mittels der aus (60.) 
folgenden Gleichungen 
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Bit 1 u I 23 2,92 .,2. 1058 
u; Ver —_zhurh j» 





&.% 1 } 2 2.2 4 
Er ty malte ET 





| 1A d \ ; : . 
zwei andere für En und Fr ableiten, welche dann zugleich die Gleichung 


dh 


-- -0 enthalten: nämlich: 
(da 


u rn.u 
sind.[1— 3 ww —43°)sin?2 + 3(w”—4)sind] 
I cos cos a@.[(1— 3 u? + 34°) cose — (I— 43 u? -—- 134°) cos3.r 
— 15 (u’— 4°) cosd.r]) > 
+4cosPsina.[1—3 «+32 )sine +1 + PR )sindr 
(101, 5.) + 7 (u? — 4) sind.r] 


x) 


sind .[(1—4 u’ —$4°)sin22 + 23(w’—4°)sin 4x] 
— u cosßcosa.[(1+ 3 W#—3H)cose— (1+ 3% W— 25% cos3r) 
— 15 (W— 4) cosdr]). 
+4cosßsina.[(1 +23 wW— 334°) sinz + (14413 #— 122°) sin3x 


+74 (W—%)sin5x] 


Diese Gleichungen enthalten, da rechts Alles durch die 4 Constanten 
;, U, u, 4, und die Zeit ausgedrückt ist, die vollständige Lösung der Auf- 
gabe der kleinen Pendelschwingungen, bis zu dem oben bestimmten Grade 
der Näherung. Ich werde mich ihrer jetzt zu der Beantwortung der Fragen 
bedienen, welche den fürs ebene Pendel aufgestellten analog sind. 





Zunächst ergiebt sich durch die Integration der letzten zwei Gleichungen: 


u + +n] (Ju 
| sin d.[$ (I—uu)cos?2r + Pr (um — AA) cos4r] 
\ +ucosßeosa.[(1—tuu + FA) sin e—I— Pau + gi) sindx 

x‘ — 35 (uu — 4A) sind], + Const., 
je cos Bsina .[(1+$uu 4 344) cose +4(1— suu--TgAA) cosdr 


+ 25 (uu — 44) cosdr] 


(102,«.) 








(102,.«.) 
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Bu #ny).. 


sin #.[4 (1— 44) cos2.r + 2; (uu— 4) cos4.r | 
—+uc0sßcosa.[(1+ Zuu+ 844) sine —ı (14 guu— gr) sin 3x 
x 
+4c0sPsina.[(1+ guu— 444) cos + 41-4 zu — g4h) 05 3x 
4,7, (u — hl) 08 dr ] 


Eu 


Da der Winkel & nicht constant ist, so ist es klar, dafs die Variationen 
von 4 und « für das Intervall O0... 27 von x nicht verschwinden, wie es 
beim ebenen Pendel der Fall war. Substituirt man für x die Grenzen 4 
und rı, und bezeichnet die entsprechenden Werthe von «, A und « durclı 


l 


Os hy, U,, elc.. so ergiebt sich: 


A ; EN 
x sind. u(1— uu) — cosPcosa,.$uu I— Pottu roAh) 
FcosPsina,.+uA 1-4 Sruu+ Johk)t. 


(102, 5.) REN +ny(2) 
9 
x (sind. A (1— AR) — cos Pcosa,.d ur (1-4 2% nähe Jh) 
+ cos Asina,.444 (1 
wo sich noch leicht «, auf «, reduciren läfst, da = «, +3 u4.4n ist. Durch 
diese Gleichungen ist die Erhebung und die horizontale Seitengeschwindigkeit 
des Pendels nach einer Viertel-Oscillation bestimmt, indem diese zwei Gröfsen 
nur von den A und w abhangen. Denn wenn man annimmt, dafs das Pendel 
anfänglich um eine kleine Gröfse o.r aus dem Lothpuncte nach dem Azi- 
muth «& entfernt worden sei, und dann eine horizontale Geschwindigkeit 
o.y(ry) bekommen habe, so ergeben sich aus den Anfangswerthen der Coor- 
dinaten und Geschwindigkeiten 


z=r.osine, —r.pcose, z=ri1—4— 
BE. ua d u d 

= +ly(gr).wcoseo, 7 = +Yigr)wsine, =: 

für 7 und A (nach 5, 5.) die Werthe 


I + yY(gr’).ow, 
h — yr 14 — oe — 40 — 
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u 





— 10 (uu—4))sin 9x7] + Gonst 
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und durch Substitution dieser in die cubische Gleichung folgt für 4 und u: 


re ET, 2 AEBER, 
m ei r 


u ar a ve 
u= 4eo(l-4o’+ +): 


/3 


vorausgesetzt. dals von den Gröfsen rechts die untere die grölsere sei. Man 
sieht jedoch leicht, dafs die unter der Annahme 0 > w gefundenen Resuliate 
auch für den entgegengesetzten Fall ihre Geltung behalten, und dafs man 
daher auch für » > o die Gröfsen Ä, ı« so annehmen kann, wie geschehen. 
Bezeichnet man dann ferner durch o,. &, 03, elc., @, &, @, etc. die den 
Argumenten a —=Ä, 2A, 3A, elc. entsprechenden Elongalionen und Ge- 


schwindigkeiten, so erhält man: 
ww, = 2, u „W, — 2us 1-4 
® 


0,° / 5 4) 05 —_— 22,1—: 


7 
2)» 
72\ 
‚2,9 


. 2 
in. 2 toi). 
say )lenß.m tet teh 

u, r4 
— 05 0050, 30,0, (1— 29014 45@1)F cos? sine,.30, 1— 219014 6wi)}. 


Auf gleiche Weise findet sich: 


— Yr\.: / 2 | 2\ 
\e=e — Tn YG)seod—tei + +0)).c0osP (cos, + cosa,). 


(103.5.) Pr 
(o:—o, —= tn YG)-i 0 (14 Foo + 70wi). cos (Cosa; + cosa,), 


> 


nn ir 2 \ ar h 
07" 0: FR n (2). 301 w;\ 1 — $ 0, 7° +0) cos (cos 0 — C08S O;), 
0-0, =+t n) OB 30 (1-4 Popıt 7owi) cos (cosa, — C080,). 


oder, statt der letzten Gleichungen, da 


c0S &, — c0s a; — 2sin % sind (a, — &,) = Fyuinsina 
ist: 


/ r 2 2 Rp, 
— 7. n Y(5)-$eioi.n.eosßsin a, 


Sr “ 
= —nu VG). teo.n.cosßsin«. 
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Setzt man beispielsweise &, —=0, d.h. läfsı man das Pendel oAne An- 
fangsgeschwindigkeit fallen, so ergiebt sich aus diesen Gleichungen (103, a, b, e.): 
0, — Fny(Z)-tinß.g (1-40) — 05 cosa.30} (14 Z501))- = 0,. 
,— 9, (1 + +01), 05 =Pı; 
@, — tn (ZH! 14 Heh).cosßcose, 0, —=0: 


Resultate deren Übereinstimmung mit den früher für das ebene Pendel gefun- 
denen leicht zu sehen ist. 


Um zweitens die Änderung der Winkelgeschwindigkeit der Projection 
des Pendels zu finden, bemerke ich, dafs die mittlere Lage dieser Projection 
durch 


v—=gQ+Pu=g+ YHe-ma-4 uu-+ 3uA— 444) 


gegeben ist, mithin die mittlere Winkelgeschwindigkeit dem Ausdrucke (Ee). 


nach Weglassung der darin enthaltenen periodischen Glieder, gleich ist. Die 
Differentiation giebt, da die Constanten als variabel angesehen werden: 


dy __ de y 9 de. di 
z = Fr H)e—Wrlu—3)F—Bu—nZ 


+ Ve)d—rnu4 ur +3) (1 _— 2). 
Aus (101.6.) folgt aber 





i 


(104,u4.) 4(u— 34) 214030) 


— Fin(uu — 44). |sinßsin 22 — wcos Pcosa(cos € — cos) 


+Acosßsina(sinz-+sindr)}. 


und hieraus durch Integration, wenn man die willkürliche Constante durch 
die Werthe für = K bestimmt: 


(104, b.) 1 — 1 (u? PER uk R) FR 
1-44 —3uk, +) FIR) — 12) (4sinß — ucosßcosa,‘ 


+3n yo uu — AA){}sinßcos2r + ucos Pcosa(sin ze — 4sin3zr) 
+AcosPsina(cose+4cos3r)}. 


Ferner folgt aus (101, a.), mit Hülfe von (104, «.): 


24 * 
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1 > 
ur +] (H 1— 4uu +3uWu —4 Ak) 


+y(2% t— 1). (lu — 32) — (Ju — k)—e 


sind. [Era + 3 u4) cos 2x] 


a, 27% TE 
- 1.008 9 c0S«. I u Ts uu— gu +47 14) sin x 


> 


u 4 TE Me 


ui 

3uti Eee 
+4cospsin«. [( —7 uu +3 ul—3 En coszT 
hm Nur 8 T, 8 


fm—4, 


ut, 5 
Hier hat sich der Factor «—4 im Nenner aufgehoben, wie es nothwendig 
dp, dt, 
dt 


und —7 








\ 


° Pr dı Die - ® . . 
ist. weil offenbar 7 für u==4 endlich bleiben mufs, während 
( 


unbestimmt werden durften. 


Behält man nun aus den Gleichungen (db. und ec.) die nicht periodischen 


dy 


Glieder bei, so ergiebt sich endlich für den gesuchten mittlern Werth von — -% 


dıy BR DR j 
Hart V;( — tu, + 3104, — 44,4) — nsinP(1— 3 uu-+ tus) 


— 2ncosßcosa.u(uu — Ah), 
der mit Einführung von 0 und » für « und A in den folgenden übergeht: 


dıy / 2 


(104, d.) Fri Fy- —. 1 50 + Jow — Zw?) — nsinP.(1— Jo’ Low) 


8 
— Incosßcosa.o(0’— w*). 


Diese Gleichung besteht wieder, sowohl wenn eg >w, d. h. das Pendel 
von dem höchsten Puncte seiner Bahn ausgeht, als wenn 0 <w ist. 


Theilt man dem Pendel dieselbe Anfangsgeschwindigkeit » in dersel- 
ben. durch oe und « bestimmten Anfangslage, einmal nach links hin, dann nach 
rechts mit, so wird seine Winkelgeschwindigkeit um die Gröfse 


n sin d(1— $0?+ 400) +4ncosß cosa.o(0"— w'), 


im ersten Falle durch die Drehung der Erde vermindert, im andern dagegen 
vermehrt. Setzt man. um zu den Resultaten für das ebene Pendel zu ge- 
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langen, »—=0, so wird diese Differenz: 
nsinß(1— 30°) 1 Ancosß cosa.o‘. 
Dagegen für e=0 ist sie, unabhängig von w: 
nsin ß. 
Was drittens die Schwingungsdauer betrifft, so ist solche ebenfalls 


durch n affıcirt. Die Zeit, welche zwischen zwei um ein Intervall v— 4A 
entfernten höchsten Erhebungen verfliefst, wird durch 


u=5K 


K n ” 
[l,_ K —[-« +6] = 4 [6 = Baar; —+5.[2] a £ ol 
ausgedrückt, wo die Indices denen von 4, u, etc. entsprechen sollen. Erwägt 


man. dafs ta )i 1+-4uu+444+.-} bis auf Gröfsen 4ter Ordnung 


constant ist, so erhält man einfach: 
5K 4K 5K 
e,.=— tllk- 
Zwischen diesen Grenzen integrirt, ergiebt sich aber aus (101, .«.): 


[4]; = FRAUEN... 7— sin ß.4(uu — AA). 2 — Acosßcosa. u’ .2n}. 
folglich, wegen des angegebenen Werths von =; 
(105.) [,; = ar YG -). [1-44 tuu-+444) 
— . u? 4° 
Fn YG) uasind4+ 


Drückt man wieder 4 und «u durch oe und w aus, so findet sich. dafs 
die Schwingungsdauer, die ohne die Drehung der Erde durch 


an YE)atme- 150°) 


ausgedrückt wird, durch die Wirkung dieser gi in dem Verhältnisse 


1: ny() |tewsinß+4- 


bei links drehender Bewegung vermehrt, bei rechts drehender vermindert 
wird. Für das ebene Pendel bleibt die Dauer demnach ungeändert; wie es 
ebenfalls früher gefunden wurde. 


cos # cos «|. 





cos P cos a 
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Aus der Schwingungsdauer des Pendels und seiner mittlern Horizon- 
talgeschwindigkeit kann man nud auch noch leicht die Dauer eines ganzen 


Umlaufs - u . und den Winkel = [y],; den die Projection während 


einer ganzen Oscillation beschreibt, finden, ohne weiter auf die Gleichun- 
sen (101.) zurückkommen zu müssen. 


Königsberg in Pr. im März 1854. 

















10. 
Eine Eigenschaft der Zahlen. 





Fais folgende Bemerkungen über eine Eigenschaft der Zahlen noch 
nicht ausgesprochen sein sollten, mögen sie hier eine kleine Stelle finden. 


I. Der Rest, welcher bleibt, wenn man eine Zahl mit 9 dividirt, ist 
bekanntlich der Summe ihrer Ziffern gleich; indem alle Potenzen von 10, 
mit welchen die Ziffern verbunden sind, mit 9 dividirt, den Rest 1 lassen. 
Also, wenn man die Ziffern einer Zahl nach Belieben versetzt, lälst die daraus 
entstehende neue Zahl, mit 9 dividirt, denselben Rest. Mithin geht der 
Unterschied der neuen und der ursprünglichen Zahl mit 9 auf. 














Beispiel. 
47162 47162 47162 47162 
— 26174 — 76214 — 14276 — 64271 
— + 20988 = — 29052 —=+ 32886 = — 17109 
— 9.2332 —= — 9.3228 —= 9.3654 = — 9.1901. 


ll. Der Rest, welcher bleibt, wenn man eine Zahl mit 11 dividirt, 
ist der Swmmine ihrer Ziffern gleich, wenn man diesen Ziffern, von der Rechten 
zur Linken, abwechselnd die Zeichen — und — vorsetzt; denn 10” —1 läfst 
den Rest +1, 10'—10' läfst den Rest — 1, 10°—100 läfst den Rest +1, u. s. w. 
Jeder Ziffer kommt hier für den Rest der Division mit 11, je nach ihrer 
Sielle, ein bestemmtes Zeichen zu. Verwechselt man daher hier die Ziffern 
nach Belieben, jedoch so, dafs jede dasjenige Zeichen bekommt „ welches 
ihr ihrer Stelle nach gebührt, während es zugleich dem Zeichen der Ziffer in 
der ursprünglichen Zahl entgegengesetzt ist, so bleiben zwar die Reste für 
die einzelnen Ziffern dieselben, also auch ihre Summe, aber diese Summe hat 
jetzt das entgegengesetzte Zeichen. Addirt man daher die neue Zahl und 
die ursprüngliche, so geht die Summe dieser beiden Zahlen mit 11 auf, 
weil die beiden Zahlen dieselben Reste lassen; aber mit entgegengesetzten 
Zeichen, so dafs sie sich aufheben. 


Die Regel, jeder Ziffer der neuen Zahl dasjenige Zeichen zu geben, 
welches ihrem Zeichen in der ursprünglichen Zahl entgegengesetzt ist, während 
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es zugleich der Stelle der Ziffer entspricht, ist aber nur dann ausführbar, 
wenn die Anzahl der Ziffern der ursprünglichen Zahl gerade ist; denn ist 


sie ungerade, so kommt das Zeichen —- in der ursprünglichen Zahl einmal 


I 
öfter vor, als das Zeichen —, mithin in der neuen Zahl einmal weniger oft. 
als in der ursprünglichen, so dafs ene der Ziffern in der neuen Zahl nicht 
das ihrer Stelle gebührende Zeichen bekommen kann. In diesem Fall mufs 
man der gegebenen Zahl eine Null vorsetzen; was an derselben nichts ändert; 


dann ist die Anzahl ihrer Ziffern gerade, und die Regel kann befolgt werden. 
Beispiele. 


553214 53314 
1514328 1432851 
—1367542 —1286065 
—11.124322 =11.116915 


+-+-+ +—+—+ 
593214 9214 


134152 112354 
—87366 —65568 




















—11.6 232-4 —11.7942-+4 —=11.5960--8. 


In den Beispielen (2.) bekommt die letzte Ziffer nicht das ihrer Stelle 
sebührende Zeichen, und daher geht die Summe der ursprünglichen und der 
neuen Zahl nzcht mit 11 auf. Man setze also der gegebenen Zahl eine Null 
vor. Dann verhält es sich wie folgt: 


+—+ —+—+—+ +++ 
053214 053214 053214 


+215043 4415320 +502143 

—=268257 —468534 —=555357 
—11.24387 —11.42594 —11.50487 
Berlin. im August 1854. 




















1. 
Bemerkungen über Directrix- und Fufspunctenlinien. 


(Von dem Herrn Dr. Raabe, Prof. der Math. an der Universität zu Zürich,) 





Fur die Fufspunctenlinien einer unterlegten Linie giebt es. ihren 
Flächen-Inhalt betreffend, ein von Steiner herrührendes Theorem, welches. 
wie Alles was von diesem ausgezeichneten Geometer herstammt, den Stempel 
der Genialität trägt. Einem allgemeinen analytischen Nachweise, so wie einer 
Erweiterung des Theorems, sind die hier folgenden Bemerkungen bestimmt. 

Zur Rechtfertigung der Überschrift bemerke ich, dafs dasselbe Theorem. 
so wie seine mitzutheilende Erweiterung, auch auf die Directrixclinien aus- 
gedehnt werden kann, indem nach meiner, im 48. Bande dieses Journals be- 
findlichen Abhandlung über die in Rede stehenden Linien, jede Directrizlinie 
einer bestimmten unterlegten Linie, unter Beibehaltung desselben Pols, zu- 
gleich Fufspunctenlinse einer andern, aus den der erstern leicht herzu- 
stellenden Linie ist. 


Nach Nr. 11. Gleichung (C.) der genannten Abhandlung hat man, wenn 
1) f&So = 0 
eine zwischen den rechtwinkligen. respective mit den Coordinaten- Axen 
X und Y parallel laufenden Coordinaten gegebene Linie vorstellt, die in 
der erwähnten Abhandlung die ‚‚unterlegte” und nach Steiner die „Basis” 
genannt wird, diese Gleichung mit den zwei folgenden: 
vr —Pu+x2—a=m=(, 
Pr —v)+te—e)(@— 5) = 0, 


(2.) 


dv . Ey 2 - 
wo Mn ist. durch Elimination von 5 und v zu verbinden, um als End- 


Ergebnils die endliche Gleichung zwischen =’ und y’ der verlangten Fufs- 
punctenlinie zur unterlegien in (1.) zu finden; falls nämlich die Coordinaten 
o und (respective parallel mit den Coordinaten-Axen Ä und Y’) die Lage 
des Pols bestimmen. 

Wenn zur Vereinfachung der vorliegenden Mittheilung die Gleichung 
der Fufspunctenlinie durch sogenannte Polarcoordinaten dargestellt und der 
Anfangspunct dieses Coordinatensysiems im Pole selbst angenommen wird, 
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so ist in den Gleichungen (2.), 
2 =o-+rcou y—=fP-rsinu 


zu seizen, wo r den Radiusvector und & die Neigung desselben gegen die 
Coordinaten-Axe A vorstellt, so dafs die Gleichungen (2.) nunmehr in fol- 
gende übergehen: 


df($, ®) 


) { df(&,®) 
(3.) re 


cos“ 
dı 
und 


(4) (S—e)cosu-—-(v— P)sinu r. 


Aus den Gleichungen (1. und 3.) stelle man sich & und v als Functionen 
von u (die offenbar von @ und / unabhängig sein werden) ermittelt und 
die Ergebnisse in die Gleichung (4.) eingeführt vor; dann wird diese Glei- 
chung die verlangte sogenannte Polurgleschunyg der Fufspunctenlinie zu der 
unterlegten in (1.) sein. 

Ein Flächen-Element dieser Linie ist bekanntlich durch 4r’du gegeben. 
Bezeichnet man sonach durch #£' die endliche Fläche des gemischten Dreiecks, 
dessen zwei Schenkel zwei Werthe von r sind, die den Annahmen u —= m 
und #— n beziehlich entsprechen, und dessen Basis das innerhalb dieser 
Radiivecioren enthaltene Peripheriestück der Fufspunctenlinie ist, so hat man 


folgende Bestimmungsgleichung besagter endlicher Fläche: 


- \ 
€ 
mn 


FE — IRRE — 0) 605% 4 (v — P)sinu}” du, 


welche nach Feststellung folgender Abkürzungen: 


®n 7 R 
A = / (Sc0su -—- vsinw)cosu du, 
m r 


B = / (Scosu-- vsin«)sin u du, 
m 


En I: a n | . ?d 
Ü — /[ ($Scosu-vsinu)’ du, 


in die folgende übergeht: 
F' = 4 U— Au — BP — 2 


« 
u - 


/ (a cos u -- Psin u)’ du. 


Wird hier 
(6.) —=a-+a und = Pb 


gesetzt, und ist #, der Werth von F' bei der Annahme «—=d==0, d.h. wenn 
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@e—.«e' und ?—=P!' ist, so hat man, da nach dem Vorausgeschickten A, B 
und € von «, ß unabhängig sind, dem Taylor’schen Satze für zwei Variabeln 
semäfs. folgende a 


2 @F' ,, @F' ‚.@P 
=— ı a - 3 Bent _ 
F 5 = ! nn dp' bi} da pe y | dadd ——— ur ad eu dp"? b E 


wo 


0) Fa 30 — Ad — BB 43 / "(a cosu-+ ß'sin u)’ du 


gesetzt ist, und wo A, B, C auch von «' und f’ unabhängig sind. 


Aus dieser Gleichung (7.) ergiebt sich dann: 


dF' n 
fr . —A+/S (a cosu-+ P'sinw) cosu du, 

(8.) " B. 
| rn —B+/ («@' cosu--P' sin w) sin u. du, 


d’F' 2 | d’F' ” . 
da =) "cos u u, u cos usinudu, = Pf sin«u’ du; 


folglich erhält man: 
Wu F' +. 4b uf (acosu — bsinu)’ du. 


Verfügt man über die Gröfsen «', ' so, dafs sie den Gleichungen: 


de, de 
dad dß' 


genügen, die vermöge der Gleichungen in folgende übergehen: 


’n n 
af cos u’ du — Bf cosusinudu — A, 
m 


(9.) x n ’%n 
af cosusinudu4-ß'f sinu’du — B, 


m 


—=0 





d. h. nimmt man aus diesen Gleichungen die Werthe von « und /’ und führt 
diese Bestimmungs-Ergebnisse in die obige Gleichung (7.), welche F" an- 
giebt, ein, so erhält man: 


(10) F = F'+3/ (acosu-+bsinu)' du. 


Aus diesem Ergebnisse zeigt sich unmittelbar, d. h. ohne Zuziehung 


der aus der Differentialrechnung bekannten Hülfssätze, dafs F" der Minimum- 
25 * 
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werth von F ist. Wenn nämlich der Pol durch die Coordinaten «’ und ß' 
den Gleichungen (9.) gemäfs bestimmt wird; so hat das oben erwähnte ge- 
mischte Dreieck innerhalb der festgestellten Grenzen m und n die kleinste 
Fläche, kleiner als bei jeder andern Annahme des Pols, für dieselben Grenz- 
werthe m und n. 


Dieses vorausgeschickt. wenden wir uns nun dem eigentlichen Gegen- 
stande der vorliegenden Note zu. 


Vollzieht man das bestimmte Integral in (10.) und führt folgende 
Gleichung ein: 


(11.) In— m -- (sinn — sindm)} a — (cos?n — cos 2ın) ab 


+ in — m — 4 (sin?n — sin Zn)! b* — 4, 


so bekommt die Gleichung (10.) die Form 
(12) F = F-+H1W. 


Erklärt man nun 4 für eine Constante, was bei unendlich vielen An- 
nahmen über « und 5 der Gleichung (11.) gemäfs zu realisiren möglich ist, 
so stellt dieselbe Gleichung, falls « und 5 rechtwinklige, respective mit den 
Coordinaten-Axen X und Y parallel laufende Coordinaten von Puncten sind, 
eine Linie zweiten Grades mit einem Mittelpuncte dar, wo der Mittel- 
punet mit dem Minimumpol «', 3’ zusammenfällt. Es zeigt sich demnach aus 
dieser Gleichung (12.), dafs, wenn der Pol einer Fufspunctenlinie in irgend 
einem der Peripheriepuncte dieser Linie vom zweiten Grade angenommen 
und von demselben aus das oben angedeutete gemischte Dreieck construirt 
wird. jedes dieser Dreiecke denselben Flächen-Inhalts-Ausdruck rechterhand 
in (12.) hat, falls die Begrenzungen »» und n aller dieser Dreiecke dieselben 


bleiben. 


Wegen der näheren Beschaffenheit dieser Linie zweiten Grades mit 
einem Mittelpuncte, zeigt sich, wenn man nach den allgemein bekannten Vor- 
schriften verfährt, leicht, dafs sie eine Kllipse ist. Der Mittelpunct derselben 


” aus 


liegt, wie schon gesagt, im Minimumpole, dessen Coordinaten «' und / 
den Gleichungen (9.) zu entnehmen sind. Die Neigung der grolsen Axe 
der Ellipse gegen die Abseissen-Axe Ä ergiebt sich, durch « dargestellt, aus 


der Gleichung 
(13.) tang2u = tang(n-+ m). 
Wenn ferner N die halbe grofse, und M die halbe kleine Axe der Ellipse 
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ist, so findet sich leicht: 

) .- 1 | 
— Ya—m—sin(n—m)) ud M= v(n— m+-sin(n— m) 
Wenn endlich durch & das Excentricitätsverhältnifs der Ellipse bezeichnet wird, 
so erhält man 








(14) N 


2sin (n— m) 
— m + sin (nm) 
Dieses Alles vorausgesetzt, lautet der erweiterte Steinersche Satz 
wie folgt: 





Ba V- 


Wenn zu einer unterlegten Linie die eben beschriebene Ellipse, 
und von irgend einem Peripheriepuncte derselben als Pol, die be- 
treffende Fufspunctenlinie hergestellt ist, so wird der Flächen-Inhalt 
je eines, einem dieser Pole zugehörigen gemischten Dreiecks, falls 
dessen Begrenzung überall dieselben zwei Winkel oder Kreisbogen 
vom Radius 1 sind, welche oben durch m und n bezeichnet wurden, 
stets gleich grofs sein. 

Die Ellipse geht in einen Kreis über, wenn deren Excentricitätsver- 
hältnifs gleich O0, also nach der Gleichung (15.), 

(16.) sin(n— m) —= 0 
ist; und da » nothwendig verschieden von m sein mufs, so ergiebt sich: 
n—m=n, oder auh n— m = 2n; 

wo die letztere Bestimmung nur dann, geometrisch betrachtet, von Werth ist, 
wenn a ==( angenommen wird. 

Bei Zugrundelegung dieser Gleichung (15.) geben die Gleichungen (9.) 
folgende Bestimmungen: 

a 2A — 2B 


n—m’ n—m 








Zieht man um diesen Pol, als Centrum, einen Kreis von beliebigem Radius, 
und nimmt jeden Peripheriepunct des Kreises als Pol einer Fufspunctenlinie 
zur unterlegten Linie in (1.) an: so ist der Flächen-Inhalt jeder dieser Fuls- 
punctenlinien, oder je ihrer symmetrischen Hälfte, constant; worin dann die 
engere Fassung des oben genannten Steönerschen Satzes für Fufspunctenlinien 
besteht. 


Zürich, in October 1854. 

















12. 


Discussion über krumme Flächen in Beziehung auf 
Direetrix- und Kufspunctenflächen. 
(Von dem Herrn Dr. Raabe, Prof. der Math. an der Universität zu Zürich.) 


Eben wie bei einer Znie, kann auch bei einer Fläche von den ihr 
zugehörigen Direcirixr- und Fufspunctenflächen die Rede sein. Da ich 
über diese. wie im 48. Bande über Zanien, zu beachtenswerthen Sätzen ihres 
vegenseitigen Zusammenhanges gekommen bin, so theile ich solche im Vor- 


liegenden mil; schicke jedoch eine unzweideutige Begriffsbestimmung_ dersel- 


ben voraus. 


I. Wenn man zu einer unterlegien Fläche A und zu einem fixen Puncte, 
Pol genannt, eine Fläche DD von solcher Beschaffenheit sucht, dafs sämmt- 
liche Puncte der Oberfläche A eben so weit vom Pole als von den 
Puncten der Oberfläche D abstehen, so nenne ich die letztere die Di- 
rectrixfläche jener unterlegten A. 


Legt man durch sämmtliche Puncte der Oberfläche A tangerende Ebenen 
an dieselbe, und zieht vom Pole aus Perpendikel auf sämmtliche tan- 
girende Ebenen, so nenne ich die Gesammtheit dieser Begegnungspuncte 
die Fufspunctenfläche der unterlegten A, oder kürzer, die Fläche F'. 


Dieses vorausgeschickt, stelle man sich ein orthogonales drei-axiges 
Coordinatensystem vor, auf welches sämmtliche hier zur Sprache kommenden 
räumlichen Objecte werden bezogen werden. 


5. 


Man stelle den Pol durch die Coordinaten «, P, y fest, die bezüglich 
mit den Coordinaten-Axen X, Y, Z parallel sind; und gleichfalls parallel mit 
diesen Axen stelle man durch $, v, © die Coordinaten irgend eines Puncts 
der Oberfläche der unterlegten Fläche A vor, deren -Gleichung durch 


(1.) [(5; U, C) Eu 0 


gegeben sein soll. wo f ein Functionszeichen der drei Coordinaten bedeutet. 
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Dann wird die Verbindungs-Gerade des Pols mit einem Puncte (S$, v, {) der 
Fläche durch 
E- a’ + WA? +E— N 
ausgedrückt. 
Die Coordinaten irgend eines Puncts der Oberfläche der gesuchten 
Directrixfläche D, gleichfalls parallel laufend mit den erwähnten Coordinaten- 
Axen, sollen durch x, y, %& bezeichnet werden. Dann wird die Verbindungs- 


Gerade des vorhin erwähnten Puncts (&, v, £) mit einem Puncte (x,y,z) der 
Fläche D durch 


ausgedrückt. 

Sind nun die beiden Puncte ($&,v,{&), (x, y,%) beider Flächen 4 
und D zusammengehörig, so mufs die zuletzt ausgedrückte Gerade, erstens, 
der zuerst ausgedrückten Geraden gleich, und zweitens, mufs sie in der Stel- 
lung eine Normale zur Fläche D im Puncte («, y, 2) sein, damit D die Di- 
rectrixfläche zur unterlegten A (nach I.) sei. 


Drückt man die Differentialgleichung der Fläche I durch 
(2) de = pdre--qdy 
aus, so giebt die eben erwähnte Anforderung des Normalseins folgende Glei- 
chungen: 
3) 2—-5+pe—-D)=0, und y—v-y42 —I)=0, 
und die Anforderung der Gleichheit beider Verbindungs- Geraden giebt die 
Gleichung 


a 1; a, »\72 


z 7 
/ Dr | * a. 5 n.2 / gr 
L s‚r() — U) j ı+ »/> 


\?2 


E-e’+Ww—Br+E- 7 — 


f 


welche auch mit 
A) He a)E+2y-Bvt2@-NI=rtyt?- By 
gleichbedeutend ist. 


Zieht man aus den Gleichungen (3. und 4.) 5, v, { als Funclionen von 
2, Y, 2%, P, 9, und führt sie in (1.) ein, so erhält man eine partielle Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung. deren Integralgleichung die verlangte, jetzt 
in Rede stehende Lösung geben wird. Da aber die Unbestimmtheit der 
Function f in der Gleichung (1.) der erwähnten Integration im Wege steht, 
so betreten wir den ähnlichen Weg, der bei Gelegenheit der Angabe der 
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Directrixlönze befolgt wurde, d. h. wir differentiiren die Gleichung (1.) par- 
tiell, einmal nach x, und einmal nach y, wobei wir uns 5, v, Z als Functio- 
nen dieser Variabeln, den Gleichungen (3. und 4.) gemäls, ersetzt vorstellen. 


2. 


Man differentiire zuerst die Gleichung (4.) nach sämmtlichen Variabeln 


5, v,C, x, y, x, und berücksichtige die Werthform von dz aus der Glei- 
chung (2.). Dies giebt unmittelbar folgendes Resultat: 
7 a)dstHy—B)dv+@—y)de- fe + pe —L}d 
re dy = 0, 
welches. mit Beachtung der Gleichung (3.), in folgendes übergeht: 
5.) (—ua)ds+y— P)dv+(z—y)d = O0. 
Stellt man ferner folgende Gleichungen fest: 
(6.) dp = rde-sdy, dq = sdı-+-tdy, 
so geben die Gleichungen (3.) folgende vollständige Differentiations-Ausdrücke: 
(7)  ds+pdl = Ade+Bdy, dv-+gdi = Bdx- Cdy; 


wo der Kürze wegen 


Fe — 1-#-(s—üDr, 


8) ‘B=m+tz—9s 
IC = 14f+4@—Dr 
gesetzt ist. 

Löset man die Gleichungen (5. und 7.) in Bezug auf dS, dv, dZ auf. 
so gelangt man zu folgenden Bestimmungen der jetzt in Rede stehenden 
partiellen Differentialquotienten: 

dE (Aqg— By) y — A) — A(z-— 7) d  , (Ba—- Co) —M)— Biz—y) 
da Ta—e)tgr -M-@-N)’ y O9 Tpa—a)+gr—M—-R@— 7)’ 
dv (Aq— Bp) (ce —e)+ B(z—y) dv (Bq— Ep) (x — a) +C(2—y) 
de pa—a)tgy Ma’ dv pae—e)tgr —A—(&—p)’ 
dd ,  Ala—a)+B(r—BP) E_ ,_ Ba-d)+6b- 
a p(@—a) + gr —B)—(2—r)’ dy pe —a)+1(r —A)— (3 —y) 


Differentiirt man nunmehr, wie am Schlufs voriger Nummer angedeutet, die 




















Gleichung (1.) partiell nach x, so wie partiell nach y, so erhält man, unter 
Beachtung der so eben aufgestellten Bestimmungen, folgende zwei Gleichungen: 


9) Af+Bf"—=0 ud Bf'+C"=0, 


wo der Kürze wegen 
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j ; df(£,v, 3 Af(£,v, 
f = ir-7—4y PP} TerD, rg(@—e) N I _( 1, Erd, 











dc 
" ad j df(£,v, d 
Bars = nn 


gesetzt ist. 


Diesen zwei Gleichungen (9.) geschieht, unabhängig von den partiellen 
Differentialquolienten zweiter Ordnung r, s, /, in allgemeinster Weise ein Ge- 


nüge, wenn man die zwei Gleichungen f'—=0, f"—=0 feststellt; daher hat 
man, neben den vier Gleichungen (1, 3, 4.), noch die zwei folgenden: 
df | d 
er ea) 0, 
(10.) £ 


d 
Pr Date re-) y- nd 0; 
wo der Kürze wegen / statt f($,v,{) gesetzt ist. 


Eliminirt man aus diesen sechs Gleichungen 5, v, Z, so wie p und g, 
so erhält man die endliche Gleichung zwischen x, y, 2, welche die Directrix- 
fläche D zu der unterlegten Fläche A in (1.) ausdrückt. Die beiden partiellen 
Differentialquotienten » und g sind aus den Gleichungen (3. und 10.) leicht zu 
eliminiren, und es ergeben sich nach Vollziehung dieser Elimination folgende 
vier Gleichungen: 


f\S, v, C) —=(, 
«3 \r-BHE-@-0N = +@-Hfe-nH-v-, 


vor) Dr men 5) Bw: -@-Hle-nE-@-H. 


ı(2—e)5+2(y-Pv+?2@e-Y)I= tr +" —y, 
welche, wie leicht zu sehen, mit den folgenden: 
f&v5) = 0, 
a Seen @-n4-0-94 0. 
et 


gleichbedeutend sind. Eliminirt man $, v, Z aus diesen Gleichungen, so erhält 
man die jetzt gesuchte Gleichung zwischen z, y, & der Directrixfläche D. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. L. Heft 3. 26 
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3. 

Wir unterbrechen die allgemeine Untersuchung, und wollen vorerst 
das eben gefundene allgemeine Ergebnifs auf die Flächen zweiten Grades. 
anwenden, die einen Mittelpunct haben. 

Diese Flächen werden, wenn der Mittelpunet in den Anfangspunct 
der Coordinaten und ihre Haupt-Ebenen in die Coordinaten- Ebenen gelegt 


. 1.» Ko 
werden, durch die Gleichung 


(e.) af+bvVvtcel—1—= 0 


ı 
ausgedrückt. Vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen in (1.). 


so ergeben sich folgende Bestimmungen: 


df df __9 d...0,r 


‘ ad 
= u az — 177 BU a z 
dg gg dv ; do er 


mithin gehen die zweite und dritte allgemeine Gleichung (11.) in 


BB) ar) ecle—a)—0, 


über; was 

7.) 
giebt; wo m einstweilen eine noch unbekannte Function von 2, y, 2 ist. Werden 
diese Bestimmungen von &, v, E beziehlich mit 25, 2v, 25 multiplieirt und 
dann addirt, so erhält man, mit Beachtung der unterlegten Gleichung («.) und 


der vierten allgemeinen Gleichung in (11.). folgende Bestimmungsgleichung 


0% 
je) 


für m: 


| m? _| “a PR u 
mie -y +2 0 p Y\ 


m 


Da jetzt =» als Function von x, y, & bekannt ist, so sind es auch 
;, v, [; so dafs die Gleichung der gegenwärtig in Rede stehenden Direetrix- 


>> 


fläche folgende ist: 


r aa aa)" re 
ee) Hr tree 


Für den besondern Fall @=b==e, wo die unterlegte Fläche eine 
Kugel vom Radius — ist, geht dieses allgemeinere Ergebnifs in 
6 ya z ’ 


7 


2 ao \2 | fa 2 j 2 
"EHEN EEE +r-P+e-N) 


7 


ir} 


über; und wenn hier noch der Pol im Mittelpuncte der Kugel liegend ange- 
nommen wird, so dals e= A =y==0 ist, so erhält man für die Directrix- 
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flläche die Gleichung: 


> 2 E 
welche abermals eine Auge! vom Radius — ausdrückt; was auch ohne Caleul 
: ya 


einleuchtet. 


Für einen zweiten besondern Fall. = c, und wenn diese Constan- 
ten 5, c, so wie a, positiv sind, wenn nämlich die Fläche zweiten Grades 
ein Jrotations- Ellipsoid ist, dessen Drehungs- Axe mit der Coordinaten- 
Axe A zusammenfällt, geht die allgemeine Gleichung (d.) in 


2 1 8 5 2 RR 212 12 Bi es 9 \2] 
de A neh Kaserne Al, er PERPT TE IT 
1 1 - 

—4—— (2 —.o) = 0 
a b/\ } 


über. Verlegt man den Pol in die Drehungs- Axe, nimmt die grofse Axe 


der rotirenden Ellipse mit der Drehungs- Axe zusammenfallend an, und ver- 
nn al: 2 1 1 
seizt den Pol in einen der Brennpuncte der Ellipse, so erhält man ee: 


P=0,y=0, und die letzte Gleichung nimmt folgende Form an: 


4 4 m 
+- Y-!—ıa) — —(r — — (re) —=I. 


bh ‚4 

2 | - 2 212 ee 2 2 2 2 2 
L I S "Tr Yy 2 u By w L u 
Zu b E’ i: a ! a 
oder auch folgende: 

| 4 ya 1 1 
‚ar ii 2\2 (m? 1a 2 2.21 2 
e+-YyY + — a)’ — — (2? —y’+2°— a) 4a + — r— 4 — -)=0. 

| . 2 , b \ 7 l ) I a ad j b 


Löset man diese Gleichung in Bezug auf &-+ y’—- 2° — ca’ auf, so ergeben 
sich folgende zwei Bestimmungen: 


a’! — — 2lar+2e (0, Ya 2er —2( — 7) —(. 
oder auch folgende: 

z-e/+yt=0, (are 
Die erste Auflösung führt auf den Pol selbst. als den Ort der Directrix. 


und drückt nichts Beachtenswerthes aus; die zweite aber stellt die von der 
Ellipse her bekannte und erwartete Kugelfläche dar, deren Mittelpunct im 


. ’ . 2 
zweiten Brennpuncte liegt und deren Radius die ganze grofse Axe — der 


ya 


rotirenden Ellipse ist. 


26 * 
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4. 
Wenn umgekehrt die Directrixfläche I durch eine Gleichung zwischen 
2, Y, 2%, wie etwa 
1) yay2) = 0, 
gegeben ist, so läfst sich die der Fläche zu Grunde gelegte Fläche A leicht 
herstellen. Man entwickele nämlich aus der eben aufgestellten Gleichung die 
partiellen Differentialquotienten » und y; welches folgende Gleichungen giebt: 











Hr dy (X,Y,2) | dp (2,Y, 2) Be dp(x,y, 2) | dp(x,Y; 2) Sy) 
(*.) dx Ei Be 0, dy m dz on, 


wodurch die Gleichungen (3. in Nr. 1.) in folgende übergehen: 








„dp(2,y,2) |  dp(x,Y, 2) 
\(e—8 dz m dr 4 

(3) 5 
dp(x,Y, 2) o, dp(xX,Yy,2) 

(  — —— gm ir Aa — \ 

ER dz u 6) dy u 

Wenn man diese Gleichungen (1’. und 3'.) mit der Gleichung (4. in No. 1.), 

nämlich mit 


(4.) 22 —- eo)5+2(y— Pv+reae ii Hr +! P—y, 
durch Elimination von x, y, %& verbindet, so gelangt man zu der Gleichung 
der Fläche, für welche (1’.) die Directrixfläche abgiebt, d.h. zu der Gleichung 
der jetzt gesuchten Fläche A. 

Zu demselben Ergebnisse müssen aber auch die in (11. No.2.) zu- 
sammengestellten Gleichungen führen. Dies soll in der nächstfolgenden Nr. 


gezeigt werden. 


5. 

Wie auch die Gleichung der nunmehr herzustellenden Fläche A, für 
welche die Coordinaten irgend eines Puncts &, v, { sind, aussehen mag: sie 
wird immer, wenn partiell nach $ und Z, so wie partiell nach v und { diffe- 
rentiirt, vermöge der Daten der Aufgabe, auf die zweite. dritte und vierte 
der Gleichungen (11.) führen. 

Die zweite und dritte dieser Gleichungen können auch folgendermafsen 
gestellt werden: 

12) B-Ngtr-a=0, Narr 
und die vierte, die wir unverändert noch einmal aufnehmen, ist folgende: 


(13) 28 —a)5+2(y— PB)v+2(& = Hr’! —yr. 











12. Raabe, über krumme Flächen. 201 


Zieht man aus diesen drei Gleichungen x, y, z und führt die Ergebnisse in 
die Gleichung der Directrixfläche ein, die, wie in (Nr. 4.) geschah, durch 


(14) g(2,y,2) = 0 
vorgestellt werden soll, so gelangt man zu einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung zwischen den Variabeln &, v, C und deren partliellen Diffe- 


de 
d&’ dv’ 
lösung allgemeinster Art, die gegenwärtig verlangte Fläche A darstellen wird. 


rentialquotienten deren Integralgleichung, oder ihr Genüge thuende Auf- 


Dafs die auf diesem Wege zu erzielende Flächengleichung mit der 
in (Nr. 4.) einerlei sei, ergiebt sich wie folgt. Nämlich, da wegen der un- 
bestimmt gebliebenen Function p(x,y,2) in der Gleichung (14.), die erwähnte 
Integration nicht unmittelbar ausführbar ist, so differentiire man die Glei- 


“n 


chung (14.), nachdem x, y, z aus (12. und 13.) als Functionen von $&, v, [, 


% % 
de’ dv 


(5 ist nämlich hier als Function von & und v anzusehen). Setzt man dabei 
zur Abkürzung: 


ersetzt worden sind, einmal partiell nach $, und einmal partiell nach v 


dd a de 
N: 
Eh. hei ug: u Lara; 
—f —$ — — il 
dE? ° d&dv ’ dv* f 
so dafs 
di —= p’ds--g’dv, 
(16.) dp = r'd5--s’dv, 
| dg' — $' dz — !dv 


ist, und wodurch die Gleichungen (12.) folgende Formen annehmen: 


1?) @-NnP+tr-e=0, %-Ng+ty-P=0, 
so giebt die Gleichung (13.), wenn sie nach sämmtlichen Variabeln, d.h. voll- 
ständig differentiirt wird, mit Beachtung der erstern Gleichung in (16.). fol- 
gende Gleichung: 


z—Hde+(y—v)dy—+(z—LI)de — (z—y)pP+x@—alds 
- (e-Ng +y—Bldv — 0, 
welche, mit Beachtung der Gleichungen (12’.), in 
17) (e—Hdr+y—v)dy+(z—L)de = 0 


übergeht. Werden ferner dieselben Gleichungen (12’.) vollständig differentiirt, 
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so erhält man. vermöge der zweiten und dritten Gleichung (16.), folgende: 
Be \dae + p'dz--(2—y) (r'dS--s’dv) = 0, 
(48) ) dy+gqdz+(2—y)(sd5-+ td) = |. 

Aus diesen und aus der vorhergehenden Gleichung (17.) lassen sich 


dx, dy, dz durch ds und dv linear ausdrücken; wodurch dann die gegen- 


wärligen partiellen Dilferentialquotienten folgende Bestimmungen erhalten: 
dx 
de 
dv _ (KB —L 
de (25 
dz — (3 — 7) (er — Or + — vs’) 
r Fa (Hp Hr —Vyg —(z—$) 











\"— (2 — (ps —gq'r')\ 





0 Au 77 Arun) - 56,7 I Eee 





dx 3— 7) (2 — 9)’ —(y—v)(gs’ — pi) 








ae 7 ’ 


dv (2— Ep +(v— vg! —(3—Ö$) 
A (2 — Y)z— Et +.r — Hl — pt')\ 
dv j w— Ep Hr — vv) —(2—$) 
dz — (3x — Y)\(ır 9’ + hy —v)t) 


dv a (2 — &)p' +(y—) 1 —(2—{$) 





B 








3 


Differentiirt man nun, wie schon angedeutet, die Gleichung (14.) par- 
tiell nach &, so wie parliell nach v, so gelangt man, mit Hülfe der eben auf- 


gestellten Gleichungen, auf folgende: 


- 


j 
7 


dp 


Ö; 


wo g stall p(w,y,%) gesetzt ist. 
Diesen zwei Gleichungen geschieht, unabhängig von den partiellen 
Differentialquotienten zweiter Ordnung r', s’, ?', in allgemeinster Weise Genüge, 


wenn man folgende zwei Gleichungen feststellt: 


0, 
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Es sind daher aus diesen, wie aus den Gleichuugen (13. und 14.), die Va- 


» > 


riabeln z, y, z zu eliminiren, um die verlangte Gleichung zwischen &, v 
der Fläche A zu finden. Nun sind aber diese, der Elimination zu unterzie- 
henden Gleichungen mit denen in (Nr. 5.) zu dem gleichen Zwecke auf- 
gestellten einerlei: also zeigt sich die Behauptung Ausgangs von (Nr. 5.) 
gerechtfertist. Die Lösung des inversen, zu dem in den (Nrn. 1. und 2.) 
behandelten Problems, geht als Folge der hiebei erlangten Ergebnisse hervor. 


Stellt man die hier gefundenen Ergebnisse zusammen, so hat man aus 
folgenden vier Gleichungen: 


| p\T,)Y5 2) =, 
„ dp , dp dep , dp 
11. .2—6& u (m I Yrke e () Vu BISSL z— (\——(. 
( ) \ S) dz \ >/ dr ) * J dz — dy a 
2 (2—a)5-+ 2 Y —/) U 1 2 (3 — yv)C — ı° - . gr - JE F— y“, 


die Coordinaten £, y, z zu eliminiren. Die erste dieser Gleichungen stellt 
die Directrixfläche I dar, und das aus diesen vier Gleichungen zu ziehende 
Eliminations-Ergebnifs von &, y, 2, welches eine Gleichung zwischen $, v, { 
sein wird, drückt die Eingangs (Nr.1.) unterlegte Fläche A aus, zu welcher 
die erste der hier aufgestellten Gleichungen (x, y,2) = 0 die Directrix- 
fläche D ist, 

6. 

Die zwei Systeme von Gleichungen in (11. und 11’.) ergänzen sich 
wechselseitig. Während durch Elimination von S, v, Z aus dem ersten Systeme 
die Gleichung der Directrixlläche I oder die erste Gleichung in (11’.) ge- 
funden wird, erhält man, umgekehrt, durch Elimination von &, y, s aus dem 
letztern Systeme die Gleichung der unterlegten Fläche A, oder die erste 
Gleichung in (11.). Diese zwei Flächen stehen aber nicht nur in den gegen- 
seitigen Beziehungen zu einander, welche durch die Daten des Problems aus- 
gesprochen sind, sondern noch in einer, nicht minder beachtenswerthen Bezie- 
hung, auf die man mit Zuziehung der benulzten Gleichungen (12.) kommt. 

Man fasse den Pol «, ?, y, so wie zwei zusammengehörige Puncte 
(&, v, S), (2, y, %) beider Flächen A und D zugleich ins Auge. Legt man 
durch den ersten dieser zusammengehörigen Puncte eine tangirende Ebene an 
seine Fläche A und verbindet den Pol mit dem zweiten der zusammengehö- 
rigen Puncte der Fläche D durch eine Gerade, so steht dieselbe auf der ge- 
nannten tangirenden Ebene jedesmal senkrecht. 
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Diese Beziehung, welche ihr Analogon in der Lehre der Curven hat, 
wird im Folgenden sehr leicht nachgewiesen. 
In der That: stellt die Gleichung 
de MR: Haan 
EN &) — ( Fe ') f{ Fi —- 
er u \ ’ dv \> G) 0 


die oben angedeutete tangirende Ebene vor, wo F', v’, C' die Coordinaten 
irgend eines Puncts derselben sind; wird ferner durch den Pol ein Perpen- 
dikel auf diese Ebene gezogen, so wird derselbe bekanntlich durch folgende 
zwei Gleichungen dargestellt: 


2 —a+(2—y)- 6, Y— + — ne == 0; 

wo x', y, 2 die Coordinaten irgend eines Puncts der perpendiculären Geraden 
sind. Diese Gleichungen werden aber wegen des Bestandhabens der Gleichun- 
gen (12.) realisirt. wenn man 2’—=.r, Y=y, 2=z2 setzt; woraus zunächst 
folgt. dafs die letztere Gerade auch noch durch den Punct (z,y, 2) der 
Direetrixfläche ID geht. Nun ist durch die zwei Puncte (den Pol und den 
Punct (2, y, 2)), nur eine Gerade zu ziehen möglich, und diese ist, vermöge 
ihrer Ableitung, auf der tangirenden Ebene senkrecht: also ist die obige Aus- 
sage gerechtferligt; d. h. jede Gerade, welche den Pol mit einem Puncte 
der Fläche D verbindet, steht auf der zur Kläche A durch den zusam- 
mengehörigen Punct gelegten tangirenden Ebene senkrecht. 


? 


Stellt man nunmehr alles bis jetzt über zwei Flächen Besprochene zu- 
sammen, so hat man Folgendes: 


Wenn die unterlegte Fläche A durch 
(A) fi&v{ = 0 
und die ihr zugehörige Directrirfläche D durch 
(D) yia,y,2) = 0 


ausgedrückt wird, so bestehen neben diesen Gleichungen auch folgende Aus- 
drücke: 


| d | d 
| rate 80, y-Bt@e-nE=0, 


n lz o dz 
(B.) 2 —i+2—{L I) —0, y-v+@-I)=0, 


Fr 


y 
a)S+2(y— Pv+tr2g—yi = Hr?! P—y. 
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Verbindet man die Gleichung (A.) mit der ersten, zweiten und fünften 
Gleichung in (B.) durch Elimination von $, v, T, so gelangt man zu der Glei- 
chung (D.), oder zu der Directrixfläche. Verbindet man dagegen die Gleichung 
(D.) mit der dritten, vierten und fünften Gleichung in (2.), durch Elimination 
von x, y, %, so gelangt man zu der Gleichung (A.), oder zu der unter- 
legten Fläche. 

Diese zwei Flächen haben, dem Vorausgeschickten gemäfs, zu einander 
folgende gegenseitige Beziehungen: 

1) Zieht man vom Pole, oder vom Puncte («, ß, y). nach irgend einem 
Puncte ($,v,{) der Fläche A eine Gerade, und sodann von diesem Puncte 
eine Normale an die Directrixfläche D, die ihr in dem Puncte (z, y, 2) 
begegnet: so sind die zwei Geraden einander gleich; d. h. der Abstand 
des Puncts («, ß,y7) vom Puncte ($,v,{) ist dem der zusammengehörigen 
Puncte (8,v,{), (x, y,%) beider Flächen gleich. 

2) Verbindet man die Puncte («,P,y), (w,y,%) durch eine Gerade, so steht 
dieselbe auf der zur Fläche A im Puncte (5, v, &) gelegten tangirenden 
Ebene senkrecht. 

Aus diesen beiden Sätzen folgt: 

a) Die in (2.) genannte tangirende Ebene Aalbir! die dort genannte Gerade. 

5b) Die beiden gleich grofsen Geraden in (1.) sind gleich geneigt gegen 
die tangirende Ebene in (2.). 

8. 

Die im Vorhergehenden, in (2.), ausgesprochene Beziehung zwischen 
irgend einer unterlegten Fläche A und der ihr zugehörigen Directrixfläche D 
giebt ein einfaches Verfahren an die Hand, die der Fläche A, bei unverän- 
dertem Pole, entsprechende Fufspunctenfläche F', wie sie Eingangs dieser 
Abhandlung festgestellt wurde, sofort zu bestimmen; d. h. ihre Gleichung an- 
zugeben. 

Bezeichnet man nämlich durch x’, y’, 2’ die Coordinaten des Be- 
gegnungspunctes der in (Nr.7.) in (2.) genannten Geraden mit der dort 
erwähnten tangirenden Ebene, so gelangt man, vermöge der Aussage in («.) 
daselbst, leicht zu folgenden Bestimmungsgleichungen : 


2 —2=4ae— 2), Y-y=4ß-y, 8!-2=4y—2), 
aus welchen die folgenden: 

(20) 2=yot2, yY=4ßıy) "=iytn) 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd.L. Heft3. 27 











206 12. Raabe, über krumme Flächen. 


so wie auch die folgenden: 

(21) z=?2r—eo y=?2y —P, z—=%' —y, 
sich ergeben. Führt man diese Bestimmungen von x, y, 2% in die Gleichung 
(D.) in (Nr. 7.), welche die Directrixfläche vorstellt, ein, so erhält man: 

(22. p (2x —o, 2 "—Pß, 22'—y) zu 0; 

welche Gleichung die der unterlegten Fläche A entsprechende Fufspuncten- 
fläche F' ausdrückt, und wo «', y’, 2’ die Coordinaten irgend eines Puncts 
dieser Fläche sind, und das Functionszeichen @ dasselbe ist, wie bei der hier 
Statt findenden Directrixfläche. 


9. 
Nicht blofs ist man, wie unmittelbar vorher gezeigt, aus der Gleichung 
der Directrixfläche zu der der Hufspunctenfläche FE’ überzugehen im 
Stande, sondern, mit Zuziehung der Gleichungen (2.) in (Nr. 7.), so wie 
der Gleichungen (21.) in (Nr. 8.), auch unmittelbar aus der wunterlegten 
Fläche 4. 
Die unterlegte Fläche A werde, wie bisher, durch 
(4) Ev) = 0 
und die betreffende Fufspunctenfläche F' durch 
EP) yaly,?) = 0 


4 


ausgedrückt, wo x, y', 2% die Coordinaten eines beliebigen Puncts dieser 


2 
Fläche sind. und 9’ das der Natur derselben entsprechende Functionszeichen 
ist. Dann genügen diese Gleichungen, unter Beachtung der Gleichungen (B.). 


so wie (21.), folgenden Relationen: 


’ ’ 1 
y—-P+( -E— 
dz! 


(0) Br —5-0+ Ar N)E—0, eg 


dx! 


(x — $) (x — 0) - (y' PR V) (y' — P) -- (z’ — C) (z’ — Y) 7 


Ist nun die Gleichung (A.) gegeben, so eliminire man aus derselben, 
so wie aus der ersten, zweiten und fünften Gleichung in (€), die Coor- 
dinaten $, v, ©. Das End-Ergebnifs wird die Gleichung der Fufspunctenfläche, 
oder die in(#F‘) sein. Ist, umgekehrt, letztere, die Gleichung (F‘.), gegeben, 
so eliminire man aus derselben, wie aus der dritten, vierten und fünften 
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Gleichung in (C.), die Coordinaten x’, y’, 2’, und das End-Ergebnifs wird 
die unterlegte Fläche, oder die Gleichung in (A.) sein. 


Wir wollen nunmehr die geometrische Bedeutung der Gleichungen in 
(€C.) untersuchen. 


Die Gleichung 


- 


fe d£ 1 d£ ER | y, 
Erd Ert U Te Det 


sagt aus, dafs eine durch den Punct 5, v, { der Fläche A an dieselbe ge- 
legte tangirende Ebene, der Fufspunctenfläche F' im Puncte x, y’, 2’ be- 
gegnet. Die beiden ersten Gleichungen in (Ü.) sagen aus. dafs die den 
zuletzt erwähnten Punct mit dem Pole verbindende Gerade auf der gleichen 
tangirenden Ebene senkrecht steht. Diese drei Gleichungen enthalten dem- 
nach alle Erfordernisse einer Fufspunctenfläche zur unterlegten A. Und 
da endlich das Eliminations-Ergebnifs der partiellen Differentialquotienten 
d£’ dv 
giebt. so drücken die erste, zweite und fünfte der Gleichungen in (C.) nur 
die Eigenthümlichkeiten oder Beziehungen aus, in welchen die unterlegte 
Fläche A, nach der Feststellung im Eingange dieser Abhandlung, zu ihrer 
Fufspunctenfläche steht. 


aus denselben drei Gleichungen, genau die fünfte der Gleichungen (€.) 


Es bleibt nur noch die geometrische Deutung der dritten und vierten 
Gleichung in (C.) anzugeben. 
Setzt man für diesen Zweck, der Kürze wegen, 


23) !=tste, VverWw+p, Tetltn), 
so stellen sich besagte zwei Gleichungen folgendermafsen dar: 





! 
! I / ’ 77 \ dz 


u or, Az! 
"+ @ I) G—=V0. YET EEE 


Diese Gleichungen sagen aus, dafs eine auf die Fläche F im Puncte 
x', y', 2’ gezogene Normale durch den in (23.) festgestellten Punct ($',v',Z' 
geht. Diesen Punct Aalbirt aber die durch den Pol und den Punct (S,v,S, 
der Fläche A gezogene Gerade: also drücken die in Rede stehenden zwei 
Gleichungen folgende beachtenswerthe neue Beziehung zwischen den zwei 


Flächen A und F aus: 


Wenn von dem Pole nach dem Puncte &, v, & der Fläche 4 


eine Gerade, und durch den entsprechenden Punct x, y', z’ der 
27 * 
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Fläche F eine Normale an diese Fläche gezogen wird, so halbirt 
die Normale jene zuerst genannte Gerade. Wenn umgekehrt der 
Halbirungspunct mit dem entsprechenden oder zusammengehörigen 
Puncte x', y', x der Fläche F' durch eine Gerade verbunden wird, 
so steht dieselbe normal auf besagter Fläche F, oder auf der Kufs- 


punctenfläche. 


Der analoge Satz zu diesem findet auch bei Curven Statt; wie in der Ein- 
gangs citirten Abhandlung ($. 11.) zu sehen ist. 


10. 

Nunmehr sind wir im Stande. über die einem bestimmten Pole und 
einer unterlegten Fläche A zugehörigen Directrix- und Fufspuncten - Flächen 
Folgendes auszusprechen; was Dem für die analogen Curven ($. 12. der citirten 
Abhandlung) mit geringen Abweichungen ähnlich ist. 


a) Zieht man vom Pole aus nach einem Puncte (x, y’',2z’) der Fläche F' 
eine Gerade, so mufs man dieselbe in gleicher Richtung und Gröfse 
verlängern, um zu einem Puncte (x, y',z2’) der Fläche D zu gelangen. 
Eben so, umgekehrt: verbindet man den Pol mit dem Puncte (z,y,2) 
der Fläche D, so gehört der Halbirungspunct dieser Geraden einem 
Puncte (=’,y’,2z’) der Fläche F' an. 

Legt man durch den Halbirungspunct eine Ebene senkrecht auf die be- 
treffende Gerade, so tangirt solche die Fläche A im Puncte ($, v,{£). 


Die Verbindungsgerade dieses Puncts ($, v, TC) mit dem in (a.) genannten 
Puncte (z,y,%) der Fläche D, ist eine Normale zu dieser Fläche. 


Wenn der Halbirungspunet ($',v',{') der die Puncte («a,f,y) und ($,v,Z) 
verbindenden Geraden mit dem Puncte (x',y’,z’) der Fläche F' durch 
eine Gerade vereinigt wird, so ist dieselbe eine Normale zur gleichen, 
oder zur Fufspunctenfläche F. 


Von den hierbei auftretenden fünf Puncten ist blofs der Pol («, ß,y) 
unveränderlich. Wenn man sich nun diesen mit einem der vier übrigen Puncte 
(&,v,{), (2,yY,2), (2',y',z’), (8, v',&') verbunden vorstellt, so sind die drei 
übrigen Puncte, zufolge ihrer bereits angegebenen gegenseitigen Stellungen, 
von selbst gegeben. Daher können die zuletzt genannten vier Puncte als 
zusammengehörige oder einander en/sprechende angesehen, und auch so be- 
nannt werden. 
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Die fünf Puncte (von welchen die drei (o,ß,y). (z,y',2'), /x,y,z) 
in einer Geraden, so wie die drei (0, ,y), (&,v', &), ($,v,{) in einer andern 
Geraden liegen), bilden, wenn man noch die Puncte (z’,y',z’) und (€, v',{’) 
durch eine Gerade (die Normale zur Fufspunctenfläche #'),. und die Puncte 
(2,y,2%) und ($,v,{) durch eine Gerade (die Normale zur Directrixfläche D) 


verbindet, zwe? ähnliche Dreiecke; woraus weiter Nachstehendes folgt: 


e) Die Normalen der Flächen #' und D, die beziehlich durch die einander 
entsprechenden Puncte (z’,y',z’) und (2,y,2) dieser Flächen gehen. 
sind mit einander parallel. Mithin sind es auch die betreffenden tangi- 
renden Ebenen, die durch die gleichen Puncte an die respectiven Flächen 
gelegt werden. 

f) Da die Stellung des Puncts ($',v’,Z’) zum Pole und zum Puncte (z',y', 2’) 
der Fläche #' dieselbe ist, wie die des Puncts ($, v, {) zu demselben 
Pole und zum Puncte der Fläche D: so gehört der erstgenannte Punct 
(&,v',Z) einer Fläche A’ an, die zur Fufspunctenfläche F' die gleiche 
Stellung hat, wie die unterlegte Fläche A zur Directrixfläche. Also stellt 


die Fufspunctenfläche F' eine Directrixfläche zu der neu eingeführten 
Fläche 4' vor. 


Die endliche Gleichung dieser neu eingeführten Fläche A’ folgt aus 
der unterlegten Fläche A, wenn man in dieser $, v, Z, gemäfs den Glei- 


chungen (23. Nr. 9.), respective durch $', v’, &’ ersetzt; was 


(24) S=2!—o, v=edWw—P, SR —y 
giebt. Es ist demnach die Gleichung der Fläche A' folgende: 
(25.) fa@!—a, WW — PB, 2" —y) = 0: 
wo das Functionszeichen f dasselbe ist. wie bei der unterlegten Fläche A. 
Die Directrixfläche dieser Fläche in (25.), bei demselben unveränderten Pole 


(a, P,y), ist die Fufspunctenfläche F' zur unterlegten A; nämlich, zufolge der 
Gleichung (22.). folgende: 


(26.) yAx—a, 2y—P, WW’ —y)=0. 


11. 

Sämmtliche vorausgehende Betrachtungen und Ergebnisse führen bei 

einem feststehenden Pole und einer unterlegten Fläche A auf zwei Systeme 
von Flächen, deren jedes ein eigenes Bildungsgesetz befolgt; wo aber die 
Flächen des einen Systems zu denen des andern in den abwechselnden Stel- 
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lungen von Directrix- und Fufspunctenflächen sind; wie solches übersichtlich 
hier näher gezeigt werden soll. 


I. Für ein beliebig angenommenes rechtwinkliges Coordinatensystem 


sei ein Punct, Pol genannt, durch die Coordinaten «, P, y festgestellt. Eben 
so sei gegen dasselbe Coordinatensystem eine Fläche A, welche durch die 
Gleichung 

(A) 2 fSwI) = 
bestimmt wird. zu Grunde gelegt; wo 5, v, 5 die Coordinaten eines Puncts 
dieser Fläche sind, und f ein gegebenes, die Natur der Fläche ausdrückendes 
Functionszeichen ist. 

Diese Fläche, die wir bisher beständig die „unterlegte’” nannten, stelle 
das Anfangsglied eines der oben gedachten zwei Systeme von Flächen dar, 
und die übrigen Glieder dieses Flächensystems seien beziehlich durch folgende 
Gleichungen ausgedrückt: 

fEud=0, FE d=0, ... Fr&u,H=0. 
Die Functionen f’, f", ... f"”, welche die nähere Beschaffenheit dieser Flächen 
andeuten, gehen zufolge der Gleichungen (24.) folgendes gegenseitige Bil- 
dungsgeselz ein: 
fP&v,0 = FO —a,Ww— PB, —y). 

Wird in dieser gegenseitigen Relation der Functionen f® und f-», für 
nach und nach 1, 2, 3, ... gesetzt, so erhält man für das dem Index X ent- 
sprechende Glied des in Rede stehenden Systems von Flächen, oder für die 
Fläche. deren Gleichung f (8, v,d)=0 ist, folgende Endbestimmung: 

(A®.) r@'5—( ‘—1)e, v— (2 —1)B, 2"5— (2"—1)P) NR 0; 
wo das Functionszeichen f dasselbe ist, wie in der unterlegten Fläche A. 

Setzt man hier k—=0, so hat man die unterlegte Fläche A; und die 
für k—=1, k—2, k=3, ... gefundenen Gleichungen stellen das aus der 
unterlegten Fläche A nach und nach erlangte eene Flächensystem dar. 


Il. Wenn zur unterlegten Fläche A, nach den Gleichungen (11.Nr.2.), 


die betreffende Directrixfläche D hergestellt und diese, auf dasselbe Coor- 
dinatensystem bezogen, wie bis jetzt geschah, durch die Gleichung 


D).0(2,y,3),0 
ausgedrückt wird, wo &, y, & die Coordinaten eines Puncis dieser Fläche D 
sind, und das Funclionszeichen die Art der gegenseitigen Verbindung der 
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Coordinaten andeutet: so soll diese das Anfangsglied des zweiten, oben er- 
wähnten Systems von Flächen vorstellen. 
Bildet man nach (Nr. 8, Gleich. 21.) aus (D.) folgende Gleichung: 


(D) YyAx—a, 2y—P, 23 —y) = 0, 


wo das Functionszeichen @ dasselbe ist wie vorhin, so stellt diese Gleichung. 


nach derselben citirten Nr., die Fufspunctenfläche F' zur unterlegten A, zu- 
gleich aber auch nach dem Satze (f, Nr. 10.) die Directrixfläche D’ zur ab- 
geleiteten Fläche A’ des ersien Systems in (1.) vor. 

Leitet man aus dieser Gleichung (D’.) eine neue eben so ab, wie 
diese aus (49.) erlangt wurde, was Folgendes giebt: 

(D") y(4e—3a, 4y— 38, 42 —3y) = 0, 
so stellt diese Gleichung die Fufspunctenfläche F’ zu der vorher erwähnten 
Fläche A’, zugleich aber auch die Directrixfläcke D"” zur Fläche A” des 
ersten Systems in (].) vor. 

leitet man aus der Gleichung (D"”.), auf die schon zweimal angewandte 
Art, eine neue Gleichung ab, aus dieser dann wiederum eben so eine Gleichung. 
und fährt so ins Unbestimmte fort, so gelangt man zu einer Gleichung von 
folgender allgemeinen Form: 

(D’) ga! — (2 —1)o, y— (2*—1)P, Fr — (2 —1)y) = 0, 
welche die Fufspunctenflächke #*» zur Fläche A", wie auch die Direc- 
trixfläche D' zur Fläche A® des Flächensystems in (1.) ausdrückt. 

Setzt man hier für % nach und nach 1, 2, 3, .... so erhält man ein 
System von Flächen, welche der Reihe nach Directrixflächen zu den Flächen 
A, A", 4", .... und in gleicher Ordnung auch Fufspunctenflächen zu den 
Flächen A, 4', 4", .... des ersten Flächensystems in (l.) sind. Die aus 
D® entspringenden Gleichungen stellen das zweite System von Flächen dar, 
deren Eingangs (Nr. 10.) gedacht ward, deren Umfangsglied die Fläche der 
Gleichung (D.) ist, die auch aus Gleichung DW bei der Annahme k—0 
hervorgeht, und welche Gleichung die Directrixfläcke # zur unterlegten 
Fläche A abgiebt. 


Zürich, im October 1854. 
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Über eine besondere Art, aus complexen Einheiten 
gebildeter Ausdrücke. 


(Von Herrn Dr. F. F. Kummer, Professor an der Universität zu Breslau. ) 





I. 


In einer Abhandlung im (44ten Bande S. 106) dieses Journals, über 
die Ergänzungssätze des allgemeinen Reciprocitätsgesetzes für Potenzreste, habe 
ich eine Verallgemeinerung der Theorie der Kreistheilung gegeben, welche 
sich an die bekannten, von Jacobi durch w(«) bezeichneten complexen Zahlen 
der Kreistheilung anschliefst, und welche zur Lösung des in der genannten 
Abhandlung behandelten Problems grade ausreicht. Eine wesentlich andere 
Verallgemeinerung der Theorie der Kreistheilung, welche ich vor längerer 
Zeit zu dem Zwecke ersann, sie als Mittel zu einem Beweise der allgemei- 
nen Reciprocitätsgesetze zu benutzen, schliefst sich an die bekannte Lagrange- 
sche Besolvente der Kreistheilung an; und wenn gleich sie den Erwartungen 
in Betreff der Reciproeitätsgesetze nicht vollständig entsprach, ist sie doch an 
sich bemerkenswerth, und verbreitet über manche schwierigen Puncte der 
allgemeinen Theorie der complexen Zahlen ein unerwartetes Licht; weshalb 
ich dieselbe in dem Folgenden kurz entwickeln will. 


Die der Lagrangeschen Resolvente der Kreistheilung analogen, aus 
complexen Einheiten gebildeten Ausdrücke, welche hier behandelt werden 
sollen, sind in folgender Form enthalten: 


| art | ? p-3 
1-+-e(w)+e(w)elat)--eir)e(zt)e(e?)-+ M&(. ....e(29 ), 


in welcher p eine Primzahl, x eine imaginäre Wurzel der Gleichung 2?’ —1. 
g eine primitive Wurzel der Congruenz gP'==1, Mod. p, und e(z) eine 
complexe Kinheit bezeichnet, deren Norm, in Beziehung auf die verschie- 
denen Werthe von x genommen, gleich Kins sei. Damit die Untersuchung 
sogleich die nöthige Allgemeinheit bekomme, soll hier nicht vorausgesetzt 
werden, dafs die in der complexen Einheit &() enthaltenen Co6fficienten yanze 
Zahlen sind; sie sollen vielmehr vorläufig ganz unbestimmt gelassen werden, 
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können also auch selbst wieder irrational sein, jedoch immer nur so, dafs 


Ne(z) = e(2)e(29)e (2°) .... e(20””) = 1 
und e(x) eine rationale Function in Beziehung auf x allein ist. 
Da der oben aufgestellte Ausdruck durch die zu Grunde gelegte Ein- 
heit e(x) vollständig bestimmt ist, soll er als Function dieser Einheit ange- 
sehen und durch Pe(x) bezeichnet werden, so dafs 


Pes(z) = 1-+.(2)+.(2)8(2°)4+ ---- +e(w)e(2?).... (2) 
ist. Die p—1 Glieder, aus welchen dieser Ausdruck besteht, bilden eine 
vollständige Periode; denn wenn man sich dieselben nach dem herrschenden 
Gesetze weiter fortgesetzt vorstellt, so wird vermöge der Bedingung 
Nee) =1 
das p" Glied dem ersten gleich, das »-+1' Glied dem zweiten u.s.f. Hieraus 
folgt, dafs wenn man in diesem Ausdrucke x in x? verwandelt und sodann 
mit &(x2) multiplicirt, derselbe ganz ungeändert bleibt, da auf diese Weise nur 
das erste Glied in das zweite, das zweite in das dritte und so weiter, und 
das letzte in das erste übergeht. Man hat daher, als erste Grund-Eigenschaft 
dieser Ausdrücke: 
(1) s(&®)Pe(2?) = Pe(r); 


was, verallgemeinert, sogleich die folgende giebt: 
2)  e(@)el@d) .... e(2")Pela"") — Pele). 


Bei der Verwandlung des & in x“ ändert sich also dieser Ausdruck 
nur in so weit, dafs eine bestimmte complexe Einheit als Factor hinzutritt. 
Die Ausdrücke 

Ps(z), Ps(a°), Pe(a?),.... Pe(a”) 
sind, wenn man von den dieselben begleitenden Einheiten absieht, alle als 
gleich zu erachten. 

Setzt man in der Gleichung (2.) nach einander A= 1,2,3....p—1, 
und multiplicirt die so entstehenden Gleichungen mit einander, so ergiebt sich: 


(3.) (0) el) ea) a er. NPe(z) —= (Ps(z))’", 
woraus sogleich 
(4) - NPe(z) = e(aP)' (2!) ... (2°) (Ps(z))" 


folgt. 
Crelle’s Journal f.d.M. Bd.L. Heft 3. 28 
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Es sei jelzt e(x) eine zweite, ganz beliebige complexe Einheit, so 
hat man für dieselbe ebenfalls: 
e(2)Pe(x&") = Pe(x), 
und wenn diese Gleichung mit der entsprechenden (1.) multiplieirt wird: 
e(2)e(X) Pe(x’)Pe(x’) = Pe(x)Pe(r). 
Da ferner das Product der beiden Einheiten e(x)e(x) selbst wieder eine Ein- 
heit ist, so hat man für diese gleichfalls: 
e(x)e(2) Ple(2’)e(x’)) = Ple(zr)e(z)), 
und wenn die vorige Gleichung durch diese dividirt wird: 
Pe(x) Pe(.r!) _  Pe(r)Pe(s) ’ 
P(e(xt)e(2))  FPietw)eia)) 
Auf dieselbe Weise wird aus der Gleichung (2.) bewiesen, dafs auch all- 


vemein 








Ps(19") Pe(x") Pe(.x) Pe(.r) 

P(e(45”)e(.x9")) SyT P(e(x)e(#)) 

Der auf beiden Seiten dieser Gleichung vorkommende Ausdruck bleibt, 

wie hieraus zu sehen, vollständig ungeändert, wenn slalt x irgend eine andere 
imaginäre Wurzel der Gleichung z’=1 geselzt wird; woraus unmittelbar 
folgt, dafs derselbe die Wurzel & in Wahrheit gar nicht enthält, sondern nur 
die in den Coöfficienten der Einheiten &(x) und e(x) vorkommenden Gröfsen. 


ist. 








Man hat daher 
Pe(x) Pe(.x) 
P(e(x)e(x)) 





— Hi 


oder 
| (5.) Pex)Pe(z) = AP(es(z)e(z)); 
wo A eine Gröfse ist, welche die Wurzel x nicht enthält. Dies ist die 
zweile allgemeine Grund-Eigenschaft dieser Ausdrücke. 
Besonders zu bemerken ist noch das specielle Resultat, welches sich 


» 1 . pr . 
findet, wenn man e(x) = —— annimmt, nämlich: 


&(2) 


(6.) Pe(@).P(—-) Bi, : 


wo B eine von . unabhängige Gröfse ist. 
Es ist zu bemerken, dafs für gewisse, zu Grunde gelegle Einheiten 
e(2) und e(x) die Ausdrücke Pe(x) und Pe(x) gleich Null werden können, 
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und auch wirklich gleich Null werden; in welchen Fällen die aufgestellten 
Grund-Eigenschaften derselben zwar nicht unrichtig, aber nichtssagend werden. 
Diese ungünstigen Fälle lassen sich aber nunmehr durch geringe, an den 
Einheiten e(=) oder e(x) anzubringende Änderungen leicht vermeiden. 


An den gefundenen Grund-Eigenschaften der Ausdrücke Pe(x) er- 
kennt man sogleich ihre Analogie mit dem Lagrangeschen Ausdrucke der 
Kreistheilung 


} x A q? in p=2 
F(o,2) = tor dr’... - tor’? , 


in welchem « irgend eine Wurzel der Gleichung @""==1 bezeichnet. Die 


bekannten Eigenschaften desselben, nämlich 


F(a,xr)F(e', x) Er 
I Se ( ), 
F(at!, r) ., \%) z 


F(o,2)F(o",2)=+p 





h 
a"F(a,2=’)—=FXeo, x), 


sind offenbar den durch die Gleichungen (2. 5 und 6.) ausgedrückien allge- 
meinen Eigenschaften der Ausdrücke Pe(x) vollständig analog. Der Grund 
der Übereinstimmung in den Fundamental-Eigenschaften liegt einfach darin. 
dafs die Lagyrangesche Resolvente der Kreistheilungsgleichung F'«,.x) in der 
That nur ein specieller Fall des allgemeineren Ausdrucks Pe(x) ist. Setzt 
man nämlich die Einheit &(z) = «.r’”', deren Norm, in Beziehung auf r ge- 


P-I, also gleich Eins ist, so hat man: 


nommen, gleich « 


/ _ I ! ’ Ri: ER p-? v \ 
zPlea"))=xztar 11" +... to? —=Fke,r). 


II. 

Für den Zweck des gegenwärtigen Aufsalzes sollen nun den zu Grunde 
gelegten Einheiten etwas speciellere Bestimmungen gegeben werden: indem 
festgesetzt wird, dafs die Coöfficienten derselben complexe, aus den Wurzeln 
der Gleichung a = 1 gebildete ganze Zahlen sein sollen, wo 4 eine Prim- 
zahl ist. und zwar ein Factor von »—1, so dafs die Primzahl » von der 
Form p—=rvi--1 ist. Ich bezeichne demgemäls jetzt die zu Grunde zu le- 
genden complexen Einheiten durch &(e, x) und e(a,x) und wiederhole, um 
Mifsverständnissen vorzubeugen. noch einmal, dafs dieselben ganze rationale 
Functionen der beiden Wurzeln « und x mit ganzzahligen Coefficienten sein 


sollen. und dafs die in Beziehung auf x allein genommenen Normen dieser 


Einheiten gleich Kins sein müssen. 
* 


D 


2 
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Der Ausdruck Pe(«, x), welcher als eine, die beiden verschiedenen 
Wurzeln der Einheit «© und = enthaltende complexe ganze Zahl mit ganz- 
zahligen Coöfficienten betrachtet werden kann, soll nun in seine idealen oder 
wirklichen Primfactoren zerlegt werden. Für diese allgemeinere Art der com- 
plexen Zahlen, und überhaupt für die aus den n‘ Wurzeln der Einheit (wo 
n eine zusammengesetzte Zahl ist) gebildeten complexen Zahlen existiren, 
eben so wie für die, für welche n—4, gleich einer Primzahl ist (deren Theorie 
ich vollständig ausgearbeitet und veröffentlicht habe), bestimmte ideale Prim- 
factoren, und für diese auch eben so die Hauptsätze: dafs jede gegebene 
complexe Zahl nur eine endliche Anzahl unveränderlich bestimmter idealer 
Primfactoren enthält: dafs zwei complexe Zahlen, welche genau dieselben 
idealen Primfactoren enthalten, sich nur durch eine Einheit unterscheiden, 
welche als Factor hinzutreten kann und: dafs eine bestimmte Potenz jeder 
idealen Zahl einer wirklichen complexen Zahl gleich ist. Aufser diesen all- 
gemeinen Sätzen ist für die gegenwärtige Untersuchung nur noch die nähere 
Kenntnifs der idealen Primfactoren der Zahl p selbst, für die aus p»'” und 4” 
Wurzeln der Einheit zugleich gebildeten complexen Zahlen nöthig. 


Wenn p, wie vorausgesetzt, eine Primzahl von der Form p=ri+1 


ist, so ist bekanntlich für die complexen Zahlen, welche die Wurzel x allein 
enthalten, 1— x der einzige Primfactor von p. Ferner giebt es für die com- 
plexen Zahlen, welche nur « allein, aber nicht x enthalten, A—1 verschiedene 
ideale Primfactoren von p, welche durch 


fo, fa), Fa), .... Fi) 
bezeichnet werden sollen; wo y eine primitive Wurzel der Congruenz 
y'==1,Mod.% ist. Wird nun ein idealer Primfactor von p für die com- 
plexen Zahlen, welche « und x zugleich enthalten, durch f(«, x) bezeichnet, 
so hat man: 


f(a,x)f(a, )f(a,2).... flo, a) —= E(ea)f(e), 
‚2 i—2 
ff, a)fe,@).... fi ,c) = Ela)(i—e). 
Die nur durch die verschiedenen Werthe des x sich unterscheidenden 


Primfactoren f(e, x), f(a, 2°), f(a, x”), u. s. w. sind alle als gleich zu er- 


. . ? 
achten: eben so wie die Factoren 1—r, 1— x”, 1— x” , u. s. w., abgesehen 
von den Einheiten, einander gleich sind. Es sind daher in p nur A—1 wirk- 


* [ . . [2 i h 
lich von einander verschiedene ideale Primfactoren von der Form f(«’,x° ) 
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vorhanden, nämlich: 


f(x), f{e,x), fi, x), .... fi ,®). 


Diesemnach ist auch 


f(e, 2 — E(o,x)f(e), 
wo E(a,xr) eine Einheit bezeichnet. 


Um zu finden, ob eine gegebene complexe Zahl p(a,x) einen be- 
stimmten der A—1 verschiedenen idealen Primfacioren von p, z.B. den idealen 
Primfactor fe, x) enthält, oder nicht, hat man nur zu untersuchen, ob die- 
selbe complexe Zahl, wenn in ihr Eins statt x geseizt wird, den Prim- 
factor f(«@’ ) enthält. Wenn nämlich „(«,1) den Primfactor f(«” ) enthält, 
so enthält auch p(a,x) den idealen Primfactor f(«’ ,x), und wenn (a, 1) 
den Primfactor ft") nicht enthält, so enthält auch p(«, z)‘ nicht den Prim- 
factor f (a", €). 

Diese allgemeinen und besondern Sätze über die idealen Primfactoren 
der die beiden Wurzeln der Einheit «@ und x zugleich enthaltenden complexen 
Zahlen lassen sich nach denselben Principien beweisen, welche ich für die, 
nur die Wurzel « allein enthaltenden complexen Zahlen im (35ten Bande 
S. 327 sqq.) dieses Journals vollständig entwickelt habe. Aus diesem Grunde 
glaube ich die Ausführung der Beweise der hier angeführten Hülfssätze jetzt 
ersparen zu dürfen, und werde die Sätze sogleich auf die Zerlegung der 
complexen Zahl Pe(a, x) anwenden. 

Zufolge der ersten Grund-Eigenschaft der obigen Ausdrücke hat man: 

e(a,7)Pe(a,2’) = Pela,). 
Nimmt man auf beiden Seiten die Norm in Beziehung auf « allein, d. h. das 


„h=? 


Product für alle Werthe «, a’, ar, .... 0° , so hat man. wenn diese par- 
tielle Norm durch N, bezeichnet wird: 
N,:(0,2).N,Pe(a,2’) = N,Pe(a, x), 
und wenn 
N,e(a,x2) = E(z), N.Pe(o,2) = F(x) 
gesetzt wird, so ist 
E(z)F(x’) = F(r). 

Einer solchen Gleichung für complexe Zahlen, welche nur x allein 

enthalten, und keine andere Irrationalität, kann aber nach der bekannten Theorie 
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dieser complexen Zahlen keine andere Zahl F(x) genügen, als eine solche 
von der Form 
F(z) = C.E(s)i1— ze), 
in welcher C eine nicht complexe ganze Zahl, E(x) eine complexe Einheit 
und r eine ganze Zahl ist. Es ergiebt sich also hiernach: 
N„Pela,x) = C.E(x)1— z). 

Hieraus folgt, dafs die complexe Zahl Pe(«, x) selbst, nur Facloren 
von einer der folgenden drei Arten enthalten kann: nämlich erstens solche, 
deren Normen, in Beziehung auf « allein genommen, ganze, nicht complexe 
Zahlen sind, welche also kein x enthalten und nur von der Form Y(«) sein 
können; zweitens solche, deren Normen, in Beziehung auf & genommen, 
Einheiten sind, welche also selbst nur Einheilen von der Form E(«, x) sein 
können; endlich drittens solche, deren in Beziehung auf & genommene Normen 
gleich 1— x oder gleich einer Potenz von 1— x sind, also nur die idealen 
Primfactoren von 1— x, oder, was Dasselbe ist, von p, nämlich: 


(2), fla,x), fi ,2), »... er, rd). 


Dem Ausdrucke Pe(«,x) kann also immer folgende Form gegeben werden: 


Pr(a,2) = p(e)E(e, z)fla, ©)".f, ©)" fe, @)" .... fl", 2)". 


Für die Bestimmung der Exponenten m, ın,. Ma, .... M;_>, Welche 
jetzt allgemein ausgeführt werden soll, ist wesentlich zu bemerken, dafs alle 
Vielfachen von p—1, welche etwa in denselben enthalten sein sollten, gänzlich 
vernachlässigt werden können; weil nämlich, nach der Eigenschaft der idealen 
complexen Primfactoren von p, 


f(@',2) = f@)Ela", 2) 
die (»—1)' Potenz eines solchen Primfactors einer nur « allein enthaltenden 
complexen Zahl, multiplieirt mit einer Einheit, gleich ist; so dafs man diese 
immer mit dem Factor g(«) und der Einheit Z(«, x) verbunden annehmen 


kann. Mit Rücksicht hierauf werden die Exponenten m, m,. .... n;_, am 
leichtesten dadurch bestimmt, dafs man den Ausdruck 


A x . 
07 genug E\0, x)) 


in Betracht zieht, und untersucht, unter welcher Bedingung derselbe einen 


“ > ‚h * “ [} 
der idealen Primfactoren von p, 2. B. f(«@’ ‚x) nicht enthält. Die hierzu noth- 
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wendige und hinreichende Bedingung ist, nach Dem was oben bemerkt worden. 
die, dafs dieser Ausdruck, für 21, nämlich 


14 gel, + 9” (a, 1) 444g dr ea, 1 

„R . . . ” 
den Factor f(«@’ ) nicht enthalte. Jede, nur die eine Wurzel der Einheit « 
enthaltende complexe Zahl ist aber bekanntlich nach dem Modul f(«’”), welcher 
ein idealer Primfactor von p ist, einer nichtcomplexen ganzen Zahl congruent. 


welche sich wiederum als Potenz der primitiven Wurzel g darstellen läfst. 
wenn sie nicht congruent Null ist. Setzt man daher 


e(a,1) = g°, Mod. f(@'), 
so geht die obige Bedingung in folgende über: 
IE TE it ut, 
für den Modul f(®"), also auch für den Modul p; aus welcher dann unmit- 
telbar folgt, dafs 
r+s=0, Modp—1, 
sein mufs. Nun hat man aber vermöge der Grund-Eigenschaft: 


4.P(—E 








Ach, z)) — p(iZ=").Pe(a, x); 


wo 4 von der Wurzel der Einheit z unabhängig ist. Ferner ist aus der 
Definition der mit Pe(x) bezeichneten Ausdrücke selbst, leicht zu zeigen, dafs 








en © __ GE(&) 
ir / _ q gt dr) 
1—ı)1—.x?)....(1—x7 ) 


ist, wo C’ eine ganze Zahl und E(x) eine Einheit ist. Der ideale Primfactor 





y 1.19 
f(® ,x) von p ist also in P( — ) genau (a—1—r) mal enthalten, und 


da derselbe nach der oben angesetzten Form in Pe(e,x) genau m,mal ent- 
halten ist, so folgt, dafs 





P( EZ e(c, 2)) 
diesen idealen Primfactor (p—1i—r-m;,)mal enthält; wobei p —1, oder 
jedes beliebige Vielfache von » —1, hinzugefügt, oder auch weggelassen werden 
kann. Die Bedingung, dafs dieser Ausdruck den idealen Primfactor fla', €) 
nicht enthalte, ist also: 


„,„—r =0(, Mod.p—li, 
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und weil oben, für dieselbe Bedingung . 
r+s = 0, Mod.p —1 
gefunden wurde, so ergiebt sich: 
s = —ın,, Mod.p—1, 
also auch: 
NE TE Tage Mod. f(e”'); 
weiche Congruenz die gesuchte Bestimmung der Exponenten m, m,,... Mı_. 
enthält. 
Um dieselbe in ihrer einfachsten Form darzustellen. verwandle ich a 


h r : 
in a” . Dies giebt 


Ah —m 
e(a ‚1)=y *, Mod.f(e). 
Ferner bezeichne ich allgemein durch Ind. Y(«) den Index der complexen 
Zahl p(«), für den Modul f(«) und für die primitive Wurzel g; dann ist 


-h 
() m, = —Ind.e(@’ ‚1), Mod..p—1, 
die gesuchte Bestimmung der Exponenten in dem Ausdrucke 


(8.) Pe(a,2)=g(a)E(a,r).f(a, 2)".f(a, 2)" ‚fl, 2y >... fie”, 2) I, 


In dieser allgemeinen Formel ist unter andern auch die Zerlegung der 
L.agrangeschen Resolvente der Kreistheilung, welche oben mit F'(«, x) be- 
zeichnet wurde, in ihre idealen Primfactoren enthalten, und es werden für 
dieselbe, wenn man die Gleichung F(«,x) F(«”',x)—=p zu Hülfe nimmt, 
die Exponenten »n, @n,, .... 2%)_, nicht nur durch Congruenzen für den Modul 
p—1, sondern vollständig bestimmt. Man erhält nämlich, wenn man &(e, &) 


—1 


— a'x2’” annimmt: 


BI. Y_ 2 vy_ ’ i-2 pr % 
F(a',2) = E(a,2)f(a,2).fia, 2) "Ma ,x)'*....fi ‚o) um, 


wo E(e,x) eine Einheit und y_, die kleinste positive Zahl bezeichnet, welche 


p—1 
4 


druck stimmt vollständig mit demjenigen überein, welchen ich früher für die 
4" Potenz dieser Layrangeschen Resolvente gegeben habe. 


der Potenz 7" congruent ist, für den Modul A, v»— ; und dieser Aus- 


Für die Anwendung, welche hier von der Zerlegung des Ausdrucks 
Ps(a,x) in seine idealen Primfactoren gemacht werden soll, nehme man noch 
eine besondere Einheit für e(@,x) an, welche nicht sowohl die Wurzeln 


2, 2°, u.5. w. selbst, sondern nur die A Perioden derselben, von je » Glie- 
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dern, enthält. Wird eine beliebige von diesen Perioden durch 7, bezeichnet. 


so dafs ; Bi. 
p +r 2 r Vv- +r 
— J ( ar! | 22 ( 
UB —— Mh - x’ +2? iz Ka + x’ 
ist, so ist 
h 22 1A L 
(1—-ar)(1— ar’ )1—ar ).... (1—or )= e(a,n) 
eine Einheit, welche nur die Perioden 7, 1,» .... n,_, enthält, und deren in 


Beziehung auf diese Perioden allein genommene Norm gleich Eins ist. Aus 
dieser setze man nun die folgende zusammen: 


2 } er a2 -2(4-2 
_?ın ‚2 4n „A? y(A-2)n 


E,(a,n) = e(ao,n)e(@,n? e(e ,n) A UN b 
und bilde den Ausdruck 


2 


—< e M)_2 


PE,„(a,n) = gY(a)Ela,2)f(a, 2)" fe, 0)" .... fi ‚) 


2 


Um allgemein den Exponenten »n, zu bestimmen, mufs man in der 


„ch \ 7 . . . 
Einheit E,(@ ,n) dem x den Werth Eins geben, wodurch dieselbe in 


-21(4-2 
„h 4n as (4 Ir 


(A a ) (1 ER Rang a Ei ee) vy” Ben (A >” De 


übergeht. Hieraus folgt sogleich, nach der Congruenz (7.): 


4-2 ; i—h 
m, = —v2;y"Ind.(1—e” ),. Mod.p—1, 


0 


und wenn in dieser Summe 2 in ©-+% verwandelt wird: 


i-2 ; 
m, = -y’*Z,y"Ind.(1—o’), Mod.p—1. 


Wird nun der Kürze wegen 


4-2 


i 
=; y”"Ind.(1—o’) = —s, Mod.ı, 


0 


geselzt, so ısl 


m, = voyT, 


und diesemnach: 
PE,(0,n) = Y(a) Ele, 2){f(a, @)f(#,2” .... fie ,ay 
Die Seite rechts in dieser Gleichung läfst sich ebenfalls leicht als Function 
der 4 Perioden 7, 7,» -... 7,-ı darstellen. Setzt man nämlich 


ah ger ge-dA 
f,e)f(aa’)f,2’ ).... fo, )=f(e,n), 
so ist, weil, abgesehen von den Einheiten, f(«, x), f(«, x") u. s. w. einander 
gleich sind, eben so auch 


fo,n"=fle) und f,n)=f(e, x), 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. L. Heft 3. 29 
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und wenn man von diesen Ausdrücken Gebrauch macht, so erhält man 

0 YA N s Y, \ / . PY yr y „A? „2ld-2)n $ 

(9.) PE,(a,n) = $(o)Ela,n){f(a,n)f(o’, n) re er $ 
Nimmt man auf beiden Seiten die Norm in Beziehung auf die A Pe- 

rioden. und erwägt, dafs Nf(«,n)=f(e) ist, so hat man: 
+ Far ‚ tn a 2 ya “* mE 

(10.) VPE,(e,n) = gp(a)‘E(o){flo)f(a) u 

Damit dieser Ausdruck für die in dem Folgenden davon zu machende 


Anwendung noch besser zubereitet werde, wende man eine, nur die Perioden 
enthaltende, von @ ganz unabhängige Einheit an, nämlich: 


et ) 


1, | 


22-+1 (v-1)/+1 
(1—..r! )....(4—rI 


wre’ 





(1— .r’)1— r‘ 
Tee ee DEREN 
Für diese Einheit findet sich nach den oben gegebenen allgemeinen Regeln 
sehr leicht: 
P(e(n)) = C.E(n){fn)f(e, )f(e, Be fie”, N » 
und wenn man diesen Ausdruck mit dem obigen (9.) multiplicirt, so erhält 
man, unter Anwendung der Grund-Eigenschaft (5.), folgendes Resultat: 


(11.) Plem’E.(e,n)) 
— ola\Ela. n\ifle nV A fen u . 
— op(a)E(a,n)if(®,n) f(® ,n) ei L, 
Nimmt man endlich noch die Norm in Beziehung auf die Perioden n, 7, .... 7_1> 


so ergiebt sich auch 


-2(4-2)n _; 


(12.) NPle(n)'E.(e,n)) 


‚en 


> 


Br 1-2 „2A-2)n _4 8 
u 1; 


J— in 


\ n_ ä 
—= p(a)' E(a){f(«’) fi ) 


s = — Sylnd(1— a), Mod. % ist. 


0 


Die Gröfse s ist aus meiner Abhandlung über die Ergänzungssätze 
zu den allgemeinen Reeciprocitätsgesetzen (Band 44. dieses Journals) näher be- 
kannt. Sie läfst sich, wie daselbst (S. 99) gezeigt, in folgende Form schreiben: 


— 2 Ind E, (e) 
yr—1 9 





BB) ee 


wo E,(«) die zusammengesetzte Kreistheilungs-Einheit bezeichnet, deren Index 


in der genannten Abhandlung gefunden wird, nämlich die Einheit 
-4n u-1 —:(u—1)n 
wie) \ 


—2n 


E,(a) = e(a)e(@) ea’) 
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‚A—er)1— a’) 


u=4(,—1) und e(e)= | u; mar 





II. 

Es sollen jetzt die gefundenen Resultate auf denjenigen Fall der all- 
gemeinen Reciprocitätsgesetze angewendet werden, wo zwei conjugirte com- 
plexe Primzahlen mit einander zu vergleichen sind. 

Zu diesem Zwecke müssen zunächst die in der Formel (12.) vor- 
kommenden idealen oder wirklichen complexen Primfactoren von p, nämlich 
fie). f(@’), f(@’), u.s. w., in Betreff der Einheiten mit welchen sie multi- 
plicirt sein können, näher bestimmt werden. Wenn sie ideal sind, so werden 
sie zunächst zu einer Potenz des Exponenten H erhoben; was sie zu wirklichen 
complexen Zahlen macht. Diese wirklichen complexen Zahlen werden sodann 
durch Multiplication mit passenden Einheiten in die Form gebracht, welche 
ich als die primäre bezeichne, in welcher nämlich die complexe Zahl den 
beiden Bedingungen genügen mufs: erstens: dafs sie für den Modul ‘1— «)" 
einer nicht complexen ganzen Zahl congruent ist: zweitens: dafs sie, mit ihrer 
reciproken multiplieirt, ein Product giebt, welches, für den Modul A, einer 
nicht complexen ganzen Zahl congruent ist. Auf diese primäre Form läfst 
sich auch, wie ich früher bewiesen habe, jede aus 4" Wurzeln der Einheit 
gebildete complexe Zahl bringen, aufser wenn A eine von denjenigen Aus- 
nahmezahlen ist, die in einer der ersten 4{/4—3) Bernoullischen Zahlen als 
Factoren des Zählers vorkommen (M. s. dieses Journal Bd. 44. S. 138 u. S. 141). 
Diese Ausnahmezablen, für welche auch der niedrigste Exponent A derjenigen 
Potenz von f(«), welche werklich wird, durch 4 theilbar sein kann, sol- 
len aus diesem Grunde von der gegenwärtigen Untersuchung ausgeschlossen 
bleiben. 

Unter der Voraussetzung, dafs die Primfactoren f{«@). f(e’). u.s. w. 
von p in der primären Form genommen werden, ist nun, wie leicht zu sehen. 
die H“ Potenz des Products 

RT. 1er 
einer nicht complexen ganzen Zahl e für den Modul A congruent. Wenn man 
daher beide Seiten der Gleichung (12.) zur H'”" Potenz erhebt, und daraus 
eine Congruenz für den Modul 4 bildet, so erhält man: 
[NP(e(n)E,(e,n)) = cE(e)”, Mod. 4. 
29 * 
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Nach den oben in ($.1.) bewiesenen Grund-Eigenschaften der Aus- 
drücke Pe(x) wird nun die Norm eines solchen Ausdrucks folgendermafsen 
durch eine Potenz desselben ausgedrückt: 

4-1 


VP(eim)Er(e,n)) = Z;e(m)"E.(a, n;)'.(Pe(n)E, (a, n)). 


0 


Beachtet man, dafs in Beziehung auf den Modul A jede 4" Potenz einer com- 
plexen Zahl, welche « enthält, einer von « unabhängigen Zahl congruent ist, 
findet sich 
i-1 
NP(e(n)E,(e,n)) = CZ, S;E, (@,7;),  Mod.A, 
wo Ü eine complexe Zahl ist, welche zwar die Perioden 7, n,, elc., nicht 
aber die Wurzel der Einheit « enthält. Aus dieser Congruenz, verglichen 
mit der vorhergehenden, folgt 
cE(oe)? = C#? 53 S;E,( 0,0)”, Mod.4. 


0 


Hieraus soll nun die bisher unbestimmte Einheit F/«) näher bestimmt 
werden. Zu diesem Zwecke nehme ich auf beiden Seiten der Congruenz die 
Logarithmen; und zwar in dem Sinne, in welchem ich die Theorie der loga- 
rithmischen Ausdrücke für complexe Zahlen in der mehrmals erwähnten Ab- 
handlung (dieses Journals Bd. 44. S. 130 etc.) entwickelt habe. Dies giebt, 
wenn man noch durch #1, welches nach der Annahme nicht durch A theilbar 

„ dividirt: 


E nn En 5 SC E mn), Mod. 4, 


und da 
an 4-2 -2(/-2)n 


E,(a,n) = ela,n)e(@,nY ....e( ,‚n’Y : 


ist, so verwandelt sich dieser Ausdruck leicht in den folgenden: 


p-? 3 ‚ VRR a" Pr 
— er. 2 —2ınh 7 
(27 1) u Bd 1 ey ( yi ) Mod. dr 


o 0 1i— x 


r y* gr- -1)4 
e(o,n) = (l—eos)(1—or’). (1— ax 





Ich mache jetzt von der allgemeinen Formel meiner Abhandlung (Bd. 44. 
S. 134) Gebrauch, nämlich von der Formel 


Syria ge) B - delgter) 
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in welcher 


-2 


A,(lo) = tyra ya - RIENE Lyra Ben 


. Pr . . g! . 
ist, und vermöge deren, wenn p(«) hier gleich 1— «x angenommen wird. 
der gefundene Ausdruck sich in folgenden verwandelt: 


en , PER 
(2 )==3 id, Wi—erzt x, (@),. Mod.%, 











dr” 2n\”7/9 
oder, wenn der Kürze wegen 
Pier) _ 
(14.) — ; dız? —— Eu Mod. hy, 
0 


gesetzt wird, in 
Be. 5 
Em) nn D,A;, &) . Mod. be 


Für die zusammengesetzte Kreistheilungs-Einheit E,(«), dieselbe, welche 
oben in ($. Il.) vollständig definirt wurde. hat man aber nach (S.139.) der 
erwähnten Abhandlung: 

N u ai "+1(y2r —1)B, 
E,( 4n 
wo B, die n' a Zahl bezeichnet. Also wenn M, durch die 
Congruenz 








A,,(@), Mod. %, 


__A\n+1 ti 
a5) | Tr N. 2; u, 


bestimmt wird, so ist 
„Eo E„(@)\, 
Em pa 4.) 


woraus nach der bekannten Theorie dieser logarithmischen Ausdrücke und 
der Einheiten, ohne Schwierigkeit 
(16.) E(o) =E, an, 
folgt, und wo die gesuchte Bestimmung der Einheit E(«) in der Gleichung 
(12.) liegt. 
Das besondere Reciprocitätsgeseiz, welches hier entwickelt werden 


soll, liegt nur in der Congruenz (15.), welche M, und D, verbindet. Diese 
Gröfsen lassen sich nämlich beide durch die Indices der complexen Primzahlen 








r .,y? „i=2 , ‚ | 
fe) fi )s -... f(@” ), in Beziehung auf den Modul f(«) genommen, aus- 
drücken, so dafs diese Congruenz für die verschiedenen Werthe 1, 2, 3. ... 
. 43(A— 3) von a, ebensoviele Reeciprocitätsgleichungen giebt. aus welchen 
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das einfache Gesetz, wie ich es längst durch Induction gefunden hatte, sich 
leicht entwickeln läfst. Ich beginne mit der Entwickelung der Gröfse 


p-? de I( N „u gg" \ 
u (1—e’r’ ) 
mn BE \_’ \ J 
D, nz — n 


dir" ’ 


Mod. 4. 





Zunächst hat man 


di(1— e” x) —e’Xx 


_— 





dv u u” ; © 


was auf folgende Form gebracht werden kann: 


ex a +ite)ar ti te Her) tr HA ter te elPDe) gr 





1—e" r 1te”te® +... Teep-de 
deren Richtigkeit sogleich durch Multiplication mit dem Nenner 1—e'x er- 
sichtlich wird. Bildet man nun den (2r —1)'" Differentialquotienten dieses 


7 


Bruchs. und setzt darin e— (0, so werden alle Differentialquotienten des Nen- 
ners 1-e' 4 .... el”, vom ersten bis zum (2rn —1)'"", congruent Null, 


für den Modul A; dieser Nenner selbst aber wird congruent Eins. Die Dif- 
ferentialquotienten dieses Bruchs sind daher für e==0 nur den Differential- 
quotienten seines Zählers für v0 congruent. Man erhält also: 

did — 0’ x) 


dı?" 


2n—1 2 2n—1 2n—1 3 
| Bf" an u Bars 2 Zee Fa DET 
| 2n—1 2n—1 2n—I\ P 
a , 
oder, wenn der Kürze wegen 
2n—1l | HQ2n—l 2n—1 iin zn — a Io 
1 +23 (k—1) S;,,_(Kk) 
gesetzt wird, und wenn man beachtet, dafs S,,_,(p)=0 für den Modul 4 ist, 


so hat man 
p—1 


u 5,8 leer, Mod. k 
2 





und demgemäfs: 
p-2p—-1, ka! R 
D, = Z32448,-ı(k)z” , Mod. A. 


0 2 
Setzt man in dem Exponenten von x, g"”** statt 4 und verwandelt 
: in 2— Ind.k, wobei man dem veränderten © wieder genau dieselben Werthe 
:—=0,1.2,....p—?2 lassen kann, so wird 
p-2 p-1 


D, = 3; 8,(— Ind.k)S,,_ı(k)z?, 


p-1 p-? I 
und da 83, 8,,_,.(k)=0. Mod.i, &;2° — —1 ist, so fällt z aus dieser Con- 
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gruenz gänzlich weg, und es wird 


p-1 


» = ZZ 8, (k)Ind.k, Mod.%. 


7 


D 


Dieser Ausdruck wird zu dem vorliegenden Zwecke weiter auf fol- 
gende Weise eingerichtet. Zunächst wird die einfache Summe, indem man 
k--hi statt % setzt, in folgende Doppelsumme verwandelt: 


i-1 v-1 
D, = 2&,2,8;,_1(%) Ind.(k-+ Ai). 
Sodann ist 
Ind. (k-+Ai) = Ind. (Av + hir) — Ind. v, 


und da iv—=p-—1 ist, und da die Vielfachen von p innerhalb der Indices 
weggelassen werden können, 


Ind. (k-- Ai) = Ind. (kv — h) — Ind. v, 
also 


IIkv 


rer, 





3; Ind. (k+A%i) = Ind. TI 


wenn //(r)—=1.2.3....r oder 





<= N Ilkv 
&; Ind. (k4-hr) = Ind. (7 4,,775)— ? Ind.v + Ind. I ist, 
4-1 


Erwägt man nun, dafs 3, 8,,_,(k)=0 ist, so folgt hieraus: 


IIkv 
—1)vIIv 





4-1 
D, = 3,8,,.,(k) Ind. (777 )» Mod. 3. 


Der in diesem Ausdrucke vorkommende Binomialcoöfficient kann durch 
eine der von Jacobi mit #,(«) bezeichneten complexen Kreistheilungszahlen 
ersetzt werden. Aus der Theorie der Kreistheilung (M. s. eine Notiz von 
Jacobi über die Kreistheilung und ihre Anwendung auf Zahlentheorie in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie vom Jahre 1837, abgedruckt in diesem 
Journal Bd. 30. S. 166 etc.) hat man nämlich: 


F(a,2) = {+ te Le ta”, 


F(a-', x) F(a*, x) 
Fie=k+D, x) 


—= 7, (a) . 





und wenn y” statt « gesetzt wird: 


nr = IIkv 
Pr-1(9 ) u iz. II(k—1)vI ’ 





Mod. p. 
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Wird nun f(«) als derjenige ideale Primfactor von » betrachtet, welcher in 


] 


g’— eo. enthalten ist, so dafs 


g’=c, Mod. f(e 
ist. so ıst 
vr (Od) —- IIkv BR 
er II(k —1)v II ? 





Mod. f(«). 


Also. wenn das Zeichen Ind. nicht mehr auf den Modul p, sondern nur auf 
den Modul /(«), Factor von p, bezogen wird, kann D, folgendermafsen dar- 
gestellt werden: 


me. 


D, ——— 2, N gt :) Ind. % a (a7) D Mod. z 


7) 
- 


Es ist noch die complexe Zahl 7,_,(«”") in ihre Primfactoren, welche 
zugleich Primfactloren von p sind, zu zerlegen. Aus der von mir angege- 
Potenz des Lagrangeschen Ausdrucks F(«,x) der 


zien 


benen Zerlegung der 
Kreistheilung, welche, wenn allgemein u die kleinste positive Zahl bezeichnet. 
a Ä 


die der Congruenz «x == b, Mod. %, genügt, folgendermafsen dargestellt wer- 
den kann: 


1 
: - RE l E „HM 5 1 . ya 71 
Fon, a) = ef). fa... Ma 


erhält man sehr leicht: 





(alt hl) 
fi 


Bi 
7. zum + II,f(«*) 


und demnach 
— ıh 


l ji 
a a Y 7 \ “ 
D, = 3. 28,_,(k # I ind.fio'), Mod. %, 





= RR 
wo. wenn f(«@’ ) ideal und H der kleinste N ist, für welchen f(e’” ) 
. . - . ‚h 
wirklich wird, dieBedeutung desInd. f(«’ )als g gleich 7 Ind. f(e gt "anzusehen ist. 
Man setze nun statt 8,,_,(%4) die in h auf den Modul A con- 
gruenie Reihe IS anna (R) und multiplieire mit A, so erhält man 


| STEW 1 Ik RER Ri 
DD, = 3,3, Sana) ( 4 Lem 1—#])Ind.ft@’), Mod. 2. 


Nun ist aus den bekannten MS für die Potenzsummen der natür- 
lichen Zahlen leicht zu zeigen, dafs 


4-1 


it 
Scan-yı(k) = — Zk" Pi und 
ı 
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4-1 a k ’ 4-1 
In FE u nen y. n In— } + 
nen >> k® 1)4 7: —- - 4 )A ‚2, k\ 1) +1 


4-1 k—1 k 
NS anni Om h -K)= h j 


zen —A)"t1B,A 
Z, Kerr en 5 
) n 


3 











für den Modul 4° ist. Setzt man diese Werthe hinein, so wird sich der ge- 
meinschaftliche Factor 4 hinwegheben, und man erhält so wieder eine Con- 
eruenz für den einfachen Modul 4. Setzt man alsdann noch für AV das 
einfachere A°’"' zurück. so ergiebt sich endlich: 

(—1)"+t1ß, 4-1 ee 


(17) D, = 2, — ! Ind. fe"), Mod. 4. 





Nachdem so der schwierigste Theil der gegenwärtigen Untersuchung 
vollendet ist, wende ich mich zur Bestimmung der Gröfse M,, die aus der 
oben gefundenen Gleichung (12.) 

NP(e(n)E n 02 n)) 
| ( x Ip. 12 hi N 

— (eo) E(e) Ile” la’) a FE ) 

entwickelt werden mufs, in welcher 
E(e) = E,(o)”" und s = nt Mod. 4 ist 


Man erhebe beide Seiten dieser Gleichung zur Potenz p, und mache 





daraus eine Congruenz für den Modul ». Für diesen Modul wird, wie bekannt. 
die »'* Potenz jeder complexen Zahl, welche « und .r, oder auch die Perioden 
N; Nr *-+. 7.1 enthält, einer complexen Zahl congruent. welche nur « ent- 
hält; also wird die pte Potenz von P(e/n)E,(e,n)) einer complexen Zahl 
F(«) congruent und mithin wird 
N(Pe(n\E,(e,n)) == Fe). Mod. p. 

Die »'“ Potenz einer nur « allein enthaltenden complexen Zahl aber 

ist dieser complexen Zahl selbst congruent, wenn nämlich, wie hier, y=vi-1 


ist. Die obige Gleichung giebt daher folgende Congruenz: 
‚(4-2 Q 
y —| 


: ‚a2 2 > BE) FR ss yet ‚2 } 

F(o = (a) E,(e) (le?) ‚fie ) 3 ( 
für den Modul », und darum auch für den Modul f(«), welcher ein Primfactor 
von p ist. Nimmt man nun auf beiden Seiten dieser Congruenz die Indices 
in Beziehung auf den Modul f(«e), und setzt für s seinen oben gefundenen 


Werth, so erhält man: 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. L. Heft 3. 30 
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2ind.Ex(a) 2 4 04: a ie 
Be (Y ®* _4)Ind.f(o”), Mod. 4. 


Unter der Voraussetzung, dafs Ind.E,(«) nicht congruent Null ist, für den 





0 M,„Ind.E,(«) - 


/ 


Modul 4, kann man Ind. E,(«&) aufheben, und man findet dann folgenden Aus- 


druck von M,: 


’ 2 4 R % “N R 
( 18.) WM, 200 Dane (tt I) Ind. f(o/ )* Mod. A. 
) 


Die gefundenen Ausdrücke von D, und M, sind nun in die Congruenz 


(1yt!y?®r—1)B. , ! 
An x 7, i BD; 


zu setzen. wodurch dieselbe, nach Aufhebung der gemeinschaftlichen Factoren, 


Mod. 4, 





[folgende Gestalt annimmt: 


n ni vo = EEE, Pr RN 
„—1)Ind.f(e) = ze. Sg te Ind. f(e"). 


] 2 


[7 
> 


Setzt man A vv, so wird 
j i ’ -i 
by aymını 4\ f Y : EN az! z Y a en 
2;(7 — 1) (Ind. f( )—ylInd.f(® ) = Vd. 
Multiplieirt man mit y””*, wo %& jede beliebige der Zahlen 1, 2,3,....4—1 
bedeuten kann, jedoch mit Ausschlufs von k—=4(4—1), und nimmt die Summe 


FL 


in Beziehung auf n=0, 1, 2,.... 1{A—3),. so wird dieselbe stets con- 
gruent Null; mit alleiniger Ausnahme des Falles 2=%, für welchen sich 


(19.) Ind. f(a”) — yt Ind. f(e?), Mod. 4 
ergiebt. 

Diese Congruenz stellt das gesuchte einfache Reciprocitätsgesetz unter 
je zwei complexen Primfactoren einer und derselben Primzahl p dar. Dasselbe 
kann in den Zeichen, welche für A" Potenzreste den Legendreschen für 
quadratische nachgebildet sind, folgendermafsen dargestellt werden: 





k 
’ fie )\ _ (fe) \, 
er “2 ) ur v. 


Nach der Definition des Legendreschen Zeichens hat man nämlich: 


> 
(de) = „ind. f(e") 
(@ 4 


ae -k 
u- ) —_ ind.f(eY ). 


also auch 


f(«) 
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. jk . 
und wenn o in «’ verwandelt wird: 


(e@) A 
KE) == ar Ind. flei ): 
fie", 


woraus die Übereinstimmung beider Darstellungen dieses Reciprocitälsgeselzes 


erhellet. 

Da der Fall k=4(4—1) oben ausgeschlossen werden mufste, so sagt 
dieses Reeciprocitätsgesetz über den Index des einen complexen Primfactors 
f(«@”') nichts aus. Dieser Mangel läfst sich durch diejenige Reeiproeitäts- 
gleichung, welche die von mir gefundene Formel der Kreistheilung giebt. 


leicht ergänzen. Aus dem Ausdrucke 


Fa, 2) — + fa fa fe” .... fe) i 


J 


in welchem für primäre Werthe von f(«) die Einheit «° gleich Eins wird, erhält 
1-2 


man nämlich, wenn man auf beiden Seiten durch p=f(e).f(«”).... f( 


dividirt und die Indices in Beziehung auf den Modul f(«@) nimmt: 


4-2 


0 = 3,(y"—1)Ind.f(a'), Mod. 


Fasset man in dieser Summe je zwei vom Anfange und Ende gleich weit ent- 
fernte Glieder zusammen. so wird. vermöge des oben bewiesenen Reeipro- 
citätsgesetzes, die Summe derselben congruent Null. und es bleibt nur das 
mittelste Glied, nämlich — 2 Ind. f{«”') übrig. Man erhält also 


(21.) Ind.f(o) = 0, Mod. 4, 


oder, nach der Legendreschen Bezeichnung: 
Be ef 

(22.) ( re 
Nach ähnlichen Methoden, jedoch nicht ohne Anwendung einiger an- 
dern Hülfsmittel, welche ziemlich bedeutende Vorarbeiten erfordern, habe ich 
auch den Beweis des allgemeinen Reeciprocitälsgeselzes für zwei verschiedene 
nicht eongruente complexe Primzahlen gesucht. Dieser allgemeinere Beweis 
aber leidet, eben so wie der hier gegebene, an dem Mangel, dafs er. auch 
für Potenzreste von einem bestimmten Exponenten A, nicht alle complexen 
Primzahlen umfasset,. weil die obige Voraussetzung, dafs Ind. E,/«) für den 
Modul A nicht congruent Null sein darf, und zwar für keinen der Werthe 
n—1, 2,3, ..... 4(4—3), nicht für alle Primzahlen f(«) erfüllt wird. Für 
»—=5, also für die fünften Potenzreste, giebt es folgende acht Primzahlen 
30 * 
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unter Tausend, für deren complexe Primfactoren Ind. E,(@«)=0, Mod.5 ist 
nämlich: »—= 211, 281. 421, 461. 521, 691, S81 und 991, auf welche 
also auch der vorstehende Beweis des Reciprocitätsgesetzes unter conjugirten 


Primzahlen sich nicht erstreckt, obgleich, wie die wirkliche Ausrechnung mit 
Hülfe der Tafeln des Canon arithmeticus von Jacobz leicht ergiebt, dasselbe 
auch für diese vollständig richtig ist. Sollte es mir nicht gelingen, diese 
Unvollständigkeit der auf die Ausdrücke Pe(e, x) gegründeten Beweise der 
Reciproeitätsgeselze zu entfernen, so würde ich genöthigt sein, den Weg, 
welchen ich seit mehreren Jahren ausdauernd verfolgt habe, gänzlich zu ver- 


lassen und einen andern zu suchen. 


Breslau, den 31. August 1854. 

















14. 
Sur quelques questions de la geometrie de position. 


(Par Mr. F. Brioschi, professeur ä l’universite de Pavie.) 





I“. Relation entre les distances respeetives de eing points pris dans lespace. 


Soient 0,5 Ys> 3, les coordonndes d’un quelconque des cing points; 


“ 


2,, Yr> 2%, les coordonnees d’un sixieme point. Je pose: 


a ED de eh Pr dc aue E 
=utytzn, hestyt%- 


On a: 
4,,— 0, = h— 21,0, — 2y,y,— 22,2;, 
par consequent: 
4, a; C, 1 Mh Yı 21 
4,.—6o 1 I. Yı 2% 
m Ü. 
Ad, ; 6; 1 2; Y v 3; 








Le determinant, premier membre de cette &equation, peut &tre ecrit 
comme suit: 


ec 4,16 1 2 Yı 2 
C U, er C 1 TC; Y 2 29) 
6, Ad,5—6; Il Yı % 
1 0 BB 8 














6 4, 1 I, Yı ?ı 
&G 4. 1 mn Yı 2% 

a N ie 
6, 4d,; 1 I Ys % 

RER, PORR | 0.00 


De cette equation on conclüt que le produit des deux determinants 
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c d,ı 1 er 2X, Br 2Yı A 22, 1 d,ı C ZT; Yı 2] 
C, d, ) 1 u; 2X, ng 2Y; + 22, 1 d,2 Co Lo Ya 239 


Is 


1 Ö 0 0 0 u 1 BD 





we —Ar, —?2y, —2z, 1 oa, 6 u yYG 8 
| 













est eoal a zero. et l’on aura: 






















| di), 0,14, 402 -::-: ts rt 

4, 4,2 + dio 5 er bat Ar 1 
- 0. 

6,0 5 Bot: ---» d,; x; +1 

| a,,—1 4,1 Ahr kgr d,;—1 #73 





Supposons que le sixieme point coineide avec le premier; alors on a: 


d,; nn 0. do -d,2s . . . . d,;, =, ;. 


Ein substituant ces valeurs dans le delerminant, premier membre de la derniere 
equation, et en ajoulant aux elements de la seconde ligne ceux de la premiere. 
multiplies par — a, ,; aux elements de la troisieme ceux de la premiere, mul- 
liplies par — a, ;, elc.; et enfin. en ötant des elements de la derniere ligne 
les elements de la premiere, on oblient: 

I A ee 
u EEE er 
er 


6) a, 


wie ze me 


Cette equation est celle qu’on trouve developpee dans le memoire de Carnot 





„Sur la relation qui existe, ete. 


Il est evident que les relations analogues pour yuaire poinis dans un 


plan, et Zro:s points dans une drosle seront: 





0 a 
h2 "Me a 
el, 0 a: m, 1 | | 
= 0 dı2 0 ds; 1 aa = 0: 
e a, 3 day; 0 1 = 
na aa 1 n 1 1 0 
| | ge 0 














c’est-a-dire le volume du Ze/raedre, ayant pour sommets les yuatre points. 
est nul; ei egalement l’aire du /röangle ayant pour sommets les Zro:s points. 
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Et comme, en indiquant par ®,, ©, ... ©, les volumes des cing tetraedres 
qui ont leurs sommets dans cinq points pris dans l’espace, on a: 


Norme (+v, +%+--- +v,) = 0. 


Ainsi le premier membre de l’equation (1.) sera un facteur du premier membre 
de cetie derniere: propriete elablie a priori par M'. Sylvester dans son 
excellent memoire „On the relation between the volume etc.” (The Cambridge 
and Dublin Mathematical Journal. May 1853.) 


2°, Relation entre les distances respeelives de eing points situes 
sur un ellipsoide. 
Soil 
x? KR mt 


BE 2 


a? nz | y? 


l’equation de l’ellipsoide; J', , la distance rectiligne entre le point s et un point 


quelconque r pris dans l’espace; D,, le demi-diametre de l’ellipsoide parallele 
a d,,.. En posant: 











ö; s I, Yr 2 
"a, Ih-11 - 47 
BB, ja... ni SE: <i 
on a: 
a 2er Eh. x. BR... 2 
„9 5 ß° u 2 ) 


et par consequent: 








., 1 a Yyı & 
a ah 
5 j k Ge O#) 
iR 
Le carre du determinant 

a y z 

er AT IE 

er A 

/ X, Y2 2, 

“.. Ye ad er 4 See 

ur m. rg 

/ KL, F 2, 

Ad, ; y-1 er gg —- an 

| a A. 











*) Cette relation, dans le cas d’une sphere, a et& donnee par M®. Luchterhand, 
Moöbius, Joachimsthal. T*. 23, 26, 40 de ce Journal. Je l’ai etendue a un ellipsotde, 
en supposant le sixieme point situe sur la surface, et M’. Genocchi a remarque quelle a 
lieu encore si le sixieme point est silu& dans l’espace. (Nouvelles Annales de M'. Terquem. 
Mai 1853, Novembre 1854.) 
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sera done nul. et l’on aura: 
| ., 4, ,d,2— th 2 :::: 15 


4,14, — IM, > @,. Er 207 Wen 


2 


@,,@d,; rg 3 Ad, 5; d,24,; ee 14, ; u Dr Ad, ; 











Et en supposant que le point » coincide avec le premier, et en ötant ensuite 
des elements de la seconde ligne ceux de la premiere multiplies par a, ., etc. 
on obtiendra la relation cherchee: 


0 Mr Ms: dr Gs 
Tr: Mc 
, .. r , zus 0. 





dA, > ds r (> [4 Ay; 0 | 


‚Oo 3,0 


‚a relation analogue entre les distances de ywatre points silues sur 
une ellipse sera: 








c’est-a-dire: 
Norme (+4,54, 443% ,+4.,% 3) = UV. 
Les relations entre les distances de czng points silues sur une sphere, 
el de quatre points situes sur une ezrconference, sont des cas parliculiers 


de celles-ci. 


Relation entre les plus eourtes distances respeetives et les inelinaisons 
mutuelles de sept droites quelconques. 


Soient &,, Y,, &, les coordonnees d’un point situe sur l’une des droites: 


y. les cosinus des angles de la möme droite avec les axes; &,, Y,, 2,5 


., 


> /r les m&mes quantites pour une huitieme droite; Ö,,, la plus courte 


distance entre les droites r et s; w, , l’angle de ces deux droites. En posant: 
Y Ar nn /) —— d “> Ü — u Di b “ 3 —— 5 [04 — Ce ) sin u® 2 [73 
Irfı ver| 3 9,0, T,/r Ir, L,Pr bi r,8 ui 3 Br ie 
on a: 
EEE | / 0 | / ] 
a,, = a,0,+b,ß,+c,y,+ a0, +b5,ß,+c0Y.. 


et par consequent: 
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u: 5 Pf Yı and oe 
a: hr mb © 0 
4; % FG mb c, 
et le produit de ce determinant par 
a a, 6 3 
r,1 N Dar Pr 
a,b 5 u M % 
sera nul. En observant que: 
4,0, b,B,+ €,7, he 0, 
on aura: 
2 | 
d,,ı 4, 14,274: 0. 4,,10,7 747 
’ 2 
4, ,4,5+ 4: 4,2 a 4,24,,7-4-4,, ‚Fan 0 
| 
4,14, 4: Gola tlr .... a}, 





En supposant que la huitieme droite coincide avec la premiere, on obtiendra 
la relation 





0 d2 3 --:. 
..::9 5; d, - 

| —= 0 
dı; Gb; Gr, « 0 





Il ist &vident que pour s@x droites coupees par une seplieme, on aura: 


0 da . . . . Ad,6 


’ > 


d, 2 0 u . . d;, 6 


4,6 a, 6 Ne 0 | 








En nommant m,, m;, .... m, les moments de sept couples compo- 
santes d’un möme systeme de forces, ayant pour axes les sept droites supe- 
rieures. On a: 


nm u d4, GG u Pı Yı 
m m b © © P Ya 








m; du 5b, 6, 0; Pr Y7 
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et pour produit des deux determinants: 














0 m a yıl mı 0 ., ce 
0 m &% yvı m. 0 © C, 
0 m yı m 0 0, C- 
wi DE 0|}|0 10 0 
ou: 

0 Ma: 4, m, 

A), 0 nr 6 Be 

| er ae .(B 

la, a7 :» 0 m- 

u it, 





Il en resulte que les equalions 





mm — ee —=m —=—$ 


seront des conditions n&cessaires et suffisantes pour l’equilibre du systeme, 


pourvu que 


A ee: 
2 »°| non = (0; 








a, 6 d; 6 > » > * 0 


et par consequent les axes des couples ne doivent pas pouvoir @ire rencontres 
par une me&me droite. 


Pavie, 18 Decembre 1854. 














15. 


Sur deux formules relatives ä la theorie de la de- 
composition des fractions rationnelles. 


(Par Mr. Brioschi, professeur ä l’universite de Pavie.) 





Emmi 1. Soient &,, 22, ... X, les racines, supposees inegales, 
de l’equation 








(1) fie) = ar" +a2""+ + +4,_,20-+a, = 0; 
on a: 
da; r—1 r—?2 
(2.) dx; au: (a, T; T a, T, Er wi + d,_. T, +-4,_,) 
pour r—1,2,....n; et 
dx, Pi 
(%) da fie) 


pour 2 —=0,1,2,....n. 
Lemme 2. En designant par le determinant 


1 1 1 
An IT LT, 
u a BR AE  u 








et par 4) le determinant qu’on obtient en substituant x;, ;, .... 


dans le determinant 7 aux lieu des elements x, 25, .... 2’, ona: 
a 27T 
4. dad — zn )- 
( ) r A x" 





Lemme 3. Si l’on suppose s=1, 2, .... r—1,r+1,....n, 
da, da; da, 
dx,’ da,’ "'"" dem 








et qu’on &limine les quantites des (n-+-1) equations 




















da, dx, , da, dr, da, dan __ 

dx, da, | dx, da, Rot da, da, 0, 

da, dx, , da, dx, da, dan __ 
0.) dx, da, | dx, da, RR) dx, da, I, 


da, dx, da, dx, da, dan __ 
dx, da, | dx, da, er Ti un, 
31 * 
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on obtient: 





dx, de, da, 
da. da, da, 


de. dx, | dx, 1 


da, da, da, 





dz, dx, dXn 


da, da, da, 


dx, ds, AXn 
|da, da, da, 











r 





De cette equation, A cause de l’equation (3.), on lire: 


P,4— 4) = 0 


ei en ayant egard ä la relation (4.), on a: 


6) P= --. 


d, 
Theoreme 1. Soit: 


y(2) = HE +++ + 


nn L Zu plar) 


SI, —— nn “+43 2; I Fan) X) 





"on suppose r<{n, on a: 


(7.) 4,8, 8,_, Ft" Tas I,-4, I, = 6,41— 


Co@r+i, 
4, 


En effet, en substituant dans le premier membre de cette @quation, que je 
designerai par Z,, les valeurs de S,, S,_,, etc. on a: 


Bu; >, |(@’ a2 '+ -+2)9])» 


relation qui, ee au moyen de l’equation (2.), donne 


un ", [da,;ı p(X;) 
L, on 2. | dx; a r 





ou bien: 
" /da, dr, da,. ‚de; fda,ı, ds 
L, — 03, (dei der) cz, (Gamtı der)... 40, 3, (Gern de) 
dx, da, dx, da, |  N\das dan 


et ayant egard aux relations (5, 63, on a: 











I, a 6 ug 
De U. 2 r+1° 


0 








zu. 
eg 
Ri 
Fr 
4 
= 
ss 
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Observons que l’on a @evidemment: 
a,S, ns da, S,_, 2. RO -- U, S, = 0. 
“| Y 
dA, n4r ts Datrı Ft 4,8, _—— 0. 


L’equation (7.) et ses analogues, donnent la premiere des formules qu’on vou- 
lait etablir, savoir: 





L, 77 0 a Wi 
L, a, 4, a: 
1 
EN, 
Ss, —= (—1) ri 
Ei. a vi 
L, a, u, ae 








dans laquelle (si r >n) on doit poser 

4,41 = U„42 = Der 7 wm 7 5 C.41 zu „nz .... = A 1? 
Il est evident que si le degre de Y(x) etait <n, par exemple egal a n—e, 
on devroit faire &, = 0, =" —= 6, __”, =. 


La formule ci-dessus peut @ire transformee au moyen d’une propriete 
des determinants, et l’on obtient: 

















6, 4, ae 
c 4, 
. u 
I, —= AN 
a A, 
a 
J’ajoute quelques exemples. Pour r—=0 on a: 
 9(8;) 1 
sr) = Mo 01); 
formule tres- connue. Pour r=1 on a: 
- 2sp(X;) 1 » 
a. Fa) = as (@ C,— Ayd,€, + a,(6; — 6,))- 
Theoreme 2. Soit: 
apr,) x,Pp(x,) 2, Pan) 
Pi g Ben : a ra 
(2—x,)f'(w,) He (2 —2,)f'(#;) x. * (X — En) (Er) 
et 
V, nu aT,-+a, T,_,+ 77% +a,T,, 
on a: 


V, zn T,(a, x + a, gi 4- pi + a,) BR. (L,c“" .- L, gr- 
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On tire cette propriele tout de suile de l’expression V, en observant que 
T, —— <T, 1 —S,_. 


La valeur de 





ne 
v  (“—z)f'(&,) 


s’obtient au moyen de la formule (3.). En effet on a: 
n 1 dx, ne 1 dx, 


vn T' — < 


— Cy 


dx. 


. 1 
+ C bi; wer 3 da, + .... + C, $, ———— mn (immun © 


1 1 E u Fe da, 








5 . > . 
a —ı, da, 


Mais: 
» 1 a  dlog(x —x;) 


u —— —,. 


x —ı, da; . da; n 








par consequent: 
. dx; 1 2 


> } ie ? 
x 


ER u, 
r 


. 1 dx, gr 


— KT ee u . 


| 


ar da f(x) 


En substituant. on arrive a la relation connue: 


Y C, « 
T u 12 


f(&) 
l’equation (8.) et ses analogues donnent, quelques reductions faites 

la seconde formule 
Wr we 


a, 








si l’on pose: 
h, == RE ln ui 7 alte 6. 
Pavie. 8. Fevrier 1855. 














16. 


Über die Schwingungen eines frei hangenden, 
biegsamen Fadens. 


(Von Herrn Dr. Minding, Professor an der Universität zu Dorpat.) 





In der „Mecanique analytique 1. I. p. 293—396” beschäftigt sich La- 
grange mit den Schwingungen eines frei hangenden, mit beliebigen Gewichten 
an beliebigen Stellen beschwerten biegsamen Fadens, verläfst jedoch sehr 
bald die allgemeine Untersuchung, um sich auf den besondern Fall gleicher 
Gewichte in gleechen Abständen zu beschränken; welcher allein vollständig 
durchgeführt wird. Das dabei gefundene schöne Resultat macht den schon 
an sich nahe liegenden Wunsch einer allgemeinen Lösung der Aufgabe nur 
um so reger, und veranlalste mich vor mehr als einem Jahre, solche zu suchen. 
Meine damals der kaiserlich-russischen Akademie d. W. vorgelegte Arbeit ist 
im ersten Bande der „Melanges math&matiques et astronomiques (v. J. 1853)” 
abgedruckt worden. Es möge mir gestattet sein, hier mit einigen weitern 
Ausführungen auf denselben Gegenstand zurückzukommen. 

Ein als musselos, vollkommen bieysam aber nicht dehnbar ange- 
nommener Faden AB (Taf. IV. Fig. 1.) hangt von A frei herab und ist in den 
Puncten 9,, 22, -... ?, mit gleichnamigen Gewichten belastet. Das Gewicht », 
befindet sich in dem untern Endpuncte B; hierauf folgen die übrigen, aufwärts 
in den Abständen 9,9% =lı, mp —=h, -... P,-1P, ==1,_1; endlich p, A=1,. 





Der Ort, den B (oder auch »,) in der Gleichgewichtslage des Fadens einnimmt, 
sei der Anfang der rechtwinkligen Coordinaten &, y, 2; BA sei die Axe 
der 25 X,, Yu> 2. Seien die Coordinaten des Gewichts p, zu der Zeit £. Für 
den Punct A ist 2, ,—=4h4+Lb+.-L,=L, Yıh=0, 3,40. 

Wird die Spannung des Fadens in /, durch g,/, und die Schwere 
durch 9 bezeichnet, so ergeben sich für die Bewegung des Gewichts p, 
die Gleichungen 





Pu d’x, 

Fr} Ti zu Pu km Ju-ı (2 ij T u-ı) Fu 67 IE T 441) ’ 
Pu d’y R . 

IE — Ya Ya Ya) Yu Ya Yurr); 
Pu Pu 


g di? a — Qu (u — Zu) — Qu (3, 2 Sur) 
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Sr RE & 


nebst den Bedingungsgleichungen von der Form 

\2 i 2 re BR fü —1,$ 
U,=(2,—- 2.) 10 Yo) + 22), =0 (für u=1,2,3,...v). 
Die Gleichung ©, — 0 gilt jedoch nur so lange, als die Spannung in /,, und 


mithin y,, positiv bleibt. Da nämlich der biegsame Faden auch Bewegungen 
gestaltet, bei welchen U, neyativ wird, so würde in solchem, hier übrigens 
nicht weiter in Betracht kommenden Falle, qy,—=0 zu setzen sein. 


Die gegenwärlige Untersuchung beschränkt sich auf die Annahme sehr 
kleiner Schwingungen des Fadens um die Gleichgewichtslage, welche erlauben, 
die Quadrate der y und & zu vernachlässigen. Dadurch geht die Gleichung 





U,—0 in 2,.1—%,=1, über; d.h. es erhalten die &,, 2,,... x, unver- 
änderliche Werthe, nämlich z&,=0, 2, —=/,. u. s. f.; mithin verschwinden 
vo ö ' d’x 

in den Differentialgleichungen der Bewegung auch die Beschleunigungen eu 


und die Spannungen bleiben dieselben, wie im Gleichgewichte, nämlich 


ylı =Ppı: P,, gel: = TPpr=P,,.:.. yu=MmtmtPp -+p,=P.: 
Es werden dadurch auch die zweite und dritte Gleichung ganz unabhängig 





von einander: oder es genügt, nur Schwingungen in der Ebene zy zu be- 
trachten, für welche demnach folgende Gleichungen Statt finden: 





pP, d’y, Kr" 

g u... — Yı\Yı Ya)» 

nr dp __ Sn cl 

Fan "Bambus m AM ah 

Pu dyu s a i \ 
aM Ya Ya) Yu Yu) 
Pi d’y, Bu N : 2 7 
g dt? — 4-1 79-179, Ira 





Wo 4,10 ist. 
Um diesen Gleichungen zu genügen, sei 


yı = Ü.costy(gk)-- D.sinty(gk) 
und 


y=lfıYy yY=flyı.-. vl; alich vu... Le. 


Die unbekannten Factoren f unterliegen daher folgenden ‘Bedingungen: 
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0 —= ph. — (1-—fı). 
Q. == pfık+q(1—fı) — (fı Pr) 
0 rt Purluk + Yu lamı - ul, Fiis) 
= P,L-Mk-+ G-lh-- Lk) Coll a 
Als allgemeine Form der f ergiebt sich hieraus eine nach Potenzen von k 
fortschreitende Reihe. Man findet: 


=1—ık, h=1—l+)k4+ SR —1— (++ (I FR 
BR ci 1: g p,+p: En 1 2) ı®2 P, . 
Es sei 

fu = 1- o,k+ a, — + 1a k’ + ..., 
so ergiebt sich «, =4h,+1+4%++*+JL,. Wird ferner die vorstehende Reihe 


in die allgemeine Gleichung (l.) gesetzt, nämlich in 


(1 . AR + (Purı k Be Yu Bir, Guru + Yurıları er 0, 
so folgt aus der Vergleichung der in A” multiplieirten Glieder: 


i—1 4 4 2 l 
Pur 0%, + Yu (o, u 0-1) ac ur (&uzı ug 07.) ’ 


oder, wel ,1 = P,nı—-P,. u=Po Yr > Punlr ist: 


a “OR. E 
1) Butter = PT ii). 


bu+i " M ) lı 


Der dieser Gleichung genügende Werth von « 








7 wird nun nach fol- 


gender Regel gefunden. Aus den Zahlen 1, 2,3,... « bilde man die Com- 
binationen je zu A, ohne Wiederholungen; es seien n’, n”, n””, ... n’ die 
Glieder einer solchen Combination, nach der Gröfse steigend geordnet, also 


nn" —..<n* Ferner bilde man das Product 


P,: P,.. P .-ı 
1-12) 0-9) U 
wo nach der früheren Festsetzung z.B. P,. so viel ist als , +9 +9; + - 4 p..: 


dieses Product werde mit /,, Lu; bus.» U: multiplicirt und die Summe 


sämmtlicher Ausdrücke solcher Art für alle möglichen Combinationen der Ele- 
mente 1, 2, 3, ... « zu je A genommen; was «4, giebt. Dann ist 


(III da.) ar), — ZELL“ ... IT» 
wo der Zeiger u über dem & sich auf die Zahl von Elementen bezieht, aus 


denen die Combinationen zu je 4 zu bilden sind. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. L. Heft 3. 32 
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Derselbe Werth läfst sich auch also ausdrücken: 


nAzu nA-I_ni nn! = “ 


(U) el, 21... 2, 25H, 


nA ni-1—ı n'=1 n'—1 r 
wo bei der Summalion die obere Grenze eingeschlossen ist. In dieser Form 
treten nämlich, wie leicht zu sehen, zu den so eben angegebenen Combinationen 
nur noch solche hinzu, in welchen zwei gleiche Zeiger einander folgen; in 
allen diesen Fällen ist aber IT ,=V. 


Die Richtigkeit des angegebenen Werths von «es, läflst sich wie folgt 


f 
beweisen. 

Werden in dem Ausdrucke (Ill a.) diejenigen Theile, in welchen 
n’ — u ist, von den übrigen abgesondert, wo n“ höchstens = «—1 
so geben die letzteren zusammen «_,, und man erhält: 


(v—1) P. i 
= u Ella aa and 


oder 


1 (u—1) 
ET i 
P, — AR ... ni-1 IT ıı-P.o-- 





Ferner ist 


u—1) 


A 
ut L, = lau ... At 


u 


folglich: 





(a.) pP, _ = _ ei!) 


u 


(u—1) (u—2 


) 
=_ oo = lub rel a. „II zı- P .ı—1, = blu la Ta [Pu —P 2]. 
Eben so ist 


Ant Kar 3 
burn «U, — p S1, B u... Ui IP. 
ui 


(u) 


ji 4 
p Fur TE u) = m — ih er „HI .ı P; 


A 
2 u +1 





Werden hier wieder rechter Hand die in /, multiplicirten Glieder, für welche 
n’"'== u ist, von den übrigen abgesondert, so erhält man: 


(b.) Pe I art) 


bu+ı 
(u—1) 


Air Tr Pain l, S lau l in 





I . IP, ei, P 21. 
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Die Übereinstimmung der mit (a. und 5.) bezeichneten Werthe beweiset, 
dafs die Gleichung (Ill.) der Bedingung (ll.) genügt. Indem man sich nun 
leicht überzeugt, dafs der nach dieser Regel gebildete Ausdruck von f,, richtig 
ist für v2, 3, ..., und indem man mit Hülfe der Gleichung (1*.) allge- 
mein von f, auf f,.. übergeht, erhält man schliefslich: 

(u) (u) 
WILL ASEREELL. 1084 -- 
.(w) 
HKAYELL... 1. ..R-- +AY bbb..d.Io,.k“, 


indem für > wu, nach (II.), e, = ist. 
In dem von Lagrange untersuchten Falle glescher Gewichte (p) in 
glerchen Abständen (!), wird nach obiger Formel: 


1 uk S(1- er SG) mer +: 


während die Mec. anal. 


Pk? Pk’ 
fs 1— lk- u, — ar ben 
” [ * ” —1 
angiebt. wo 4,, Us, 4, ... die Binomialzahlen «, ai u. Ss. w. bedeuten. 


1.2 
Es mufs demnach 


(4) n!' aan) u, 
> 1-)(- m) .. 1- == 7 


sein; welche Summation bemerkenswerth zu sein scheint. 
Man findet leicht 


2(1-)- re 


nt] n'—= 1 n" 


u 
— Z&(n” — }(n’+1)) = Zn" —1)— Yfllulu +1))— ul =4u,, 


und könnte auf diese Weise zu rechnen fortfahren; ich ziehe indessen den 
folgenden Gang vor, welcher kürzer ist und zugleich den Nachweis einer 
zweiten, der VE ähnlichen Summationsformel enthält, nämlich der Formel: 


31-4)(1- 3) a) ee 


Zur en werde die erste Summe durch 3%, die zweite durch 





>“ bezeichnet, so dafs 
DE u Pi 20 3 __ (“+ Yırı 





2! ‘ (A —1)' 


32 * 
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sein soll. 


u 
wo 2 (1 ı\ 
02 uumsen } 

u \ 2/ 


1— 3) 


\ 


—| 
Er 


Die Richtigkeit dieser Werthe ist klar für A 


ı 
und 2, +: u2/L 2 
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U, da 


1 
a (u—1)' 


ıst. Für = 1 ist statt der Factoren unter dem Summenzeichen nur überall 


I zu setzen. daher ist 


1 
ul 


| 


„ll 


zZ == Wr 


r2+94 
ebenfalls dem obigen Werthe entsprechend. 
Glieder , 


folgende recurrente Ausdrücke, 


lutl) Yu ” ir 


i 
li ) 


durch Trennung der in welchen nm — u-+1 


nämlich: 


daher auch 


S(u+l) gu / u“+1) gu 


ns | =. 
—;) — a AM 1) \Y- ud . 


hd - an gu Rn 
u ER 


BRETT 3 


Allgemein aber ergeben sich 
st, von den übrigen, 


>“ 


ann Za-n: 


ze u+1)=(u+1)34-y — 26_n. 


Diesen Bedingungen genügen die u RE re Werthe von ®&/ 


und &;. Denn es ist: 
“+1 
a —_—h" 


(u + 2); tr ec 





T 2 1); 


daher 

(ut) wi‘ (u+1)—u; Are | __ 0 
 ati—r (A—1)? 
Sr —. (at) le + NH (u-+1) B* 

EN. (—1)' (1)! 

So u a wur) 

un ! 5 5 Deeaeı Adamif u-t- 1 (A —2)' 

u) A u, l 


Gl Lich a 





| | — ) — rn 

















woraus das Behauptete zu ersehen ist. 


4 





RAR ESEL: are b) 


— (u+1),; 


Prr" 





| 
at 


er at 


Wi 


(a—1y ’ 


ee np (+9) 
Es werde noch u —4-+0 gesetzt und zur Vereinfachung 3, und 


(4+0) N i nl i 
Ei; gemeinschaftlich durch (4,0) bezeichnet; 
Reeursionsformeln (4, d - 
nun (4,0) für 


gesetzt, und zugleich bemerkt, 


durch (4,0) und (A —1,0--1) ausgedrückt. 
.—1,2,3,.../, und für jedes beliebige d, als bekannt voraus- 


so wird nach vorstehenden 


Wird 


dafs (4,0) für jedes / bekannt ist, wie oben 
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gezeigt, so findet man nach und nach durch Anwendung der vorstehenden 
Formeln: 

(£++1,1) aus (/+1,0) und (4, 1), 

(41,2) aus (2+1,1) und (4,2), u. s. f., 
und allgemein 

(£--1,0) aus (4+1,0—1) und (1,0); 


folglich wird (£+1,0) für alle d gefunden, wenn (/, Ö) bekannt war. Aus 
dem für jedes d bekannten Werthe von (1,0) ergeben sich also nach und 
nach (2, 0), (3,0), u. s. f., und ihre auf diese Weise erhaltenen Werthe sind 
die den obigen Formeln entsprechenden; W. z. b. w. 


Aus dem in (IV.) gefundenen Werthe von f, folgt die zur Bestimmung 
von % nöthige Gleichung, indem für « die Anzahl sämmtlicher Gewichte ge- 
setzt wird, nämlich 

(V.) h,=%9 
welche in Hinsicht auf A vom vten Grade ist. Dafs sie v reelle, positive, 
ungleiche Wurzeln hat, folgt aus den Gleichungen (1.) auf bekannte Weise. 
Zuvörderst ist nämlich aus (1*.) zu sehen. dafs f,_, und f,., für /, 0 
entgegengesetzte Zeichen haben, da alle g posilive, von Null verschiedene 
Gröfsen sind; auch würden, wenn mit f, zugleich f,_, und /,,, verschwänden, 
in Folge der Gleichungen (I.) auch [u.2> fa, u. 8. f. bis f, und f, verschwinden 
und (wegen der zweiten Gleichung in I.) ,,=0 geben; was nicht angeht. 
Nimmt man nun an, dafs die Gleichung f,—=0, u reelle, positive, ungleiche 
Wurzeln hat, nämlich r,, >, .... r, (nach der Gröfse steigend geordnet), 
und dafs f,_, für diese Werthe von A abwechselnde Zeichen erhält, nämlich - 
fürk=r, — für k=r,, u.s.f., so bekommt für dieselben Werthe von 4%, 
auch f„,. abwechselnde Zeichen, nämlich — fürk=r,, +4 für k=r,, u. s. 1. 
und da für k—=0, f„„1=1 ist, so wechselt f,,, sein Zeichen zwischen k == 0, 
und k=r,k=jr, und k=[nr,, u. s.f., endlich zwischen k= jr, und 
k=%x; denn für k=r, ist dieses Zeichen (—1)* und für k=x ist es 
(—1)”"". Also hat die Gleichung f,;, = 0 unter den obigen Voraussetzungen 
«1 reelle, positive, ungleiche Wurzeln. Werden diese (nach der Gröfse 
steigend) durch 91, @:, --. @.4ı bezeichnet, so liegt 9, zwischen O0 und r,, 
0, zwischen r, und r,, ... @,,1 Zwischen r, und ®;. also erhält f, für @, 
das Zeichen +, für & d.Z. —. u.s. f., abwechselnd; d. h. wenn die obigen 
Annahmen für f„-ı und f, gelten, so gelten sie auch für f, und f,,.. Für 
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fi und f; sind sie aber richtig, denn aus (1.) erhält man folgende Tafel der 
Vorzeichen: 


k—0 Ö| r, 0: 
4 0 (-) 


i / 


J 





wo die zu o, und @, gehörigen Zeichen eingeklammert sind, um anzudeuten, 
dafs ihre Nothwendigkeit aus den übrigen, durch die Gleichung (I.) gege- 
benen Zeichen gefolgert wird. Hiernach hat %£=0 zwei reelle, positive, 
ungleiche Wurzeln, welche, in f, gesetzt, dieser Gröfse der Reihe nach die 
Zeichen + und — geben. Auch läfst sich diese Tafel leicht weiter fort- 
setzen; was aber nicht nöthig ist. 

Durch Vertauschung von & mit A’ gehe f, in f, über. Multiplieirt 
man nun die ersten «+1 der Gleichungen (1.) der Reihe nach mit 1, fi, f» --- f, 
und addirt die Producte, so ergiebt sich: 

—u- zu 

k.Z muhil! = Falk SR - Pd t Gr Tara 


Am) i=0 


Verwechselt man hier % mit k’, also auch f mit f’, so folgt: 


=zu+l i=u 


k.Z Pi: dhfı= == = 29, ıa— Eng EEE CHLOR, Zen hr) fu5 


rn AV 


daher: 


/=zu-+l 


(V1.) (k' — k) = Pirfaf; . Yurı (farıfa — Faları) 


Az 


odeı 


(k— k)[pı + pP: hfı+ Bhf - ee |. Yurı lurıla —lulur): 


indem bei der Summation hier überall, wie gewöhnlich, die obere Grenze 
ausgeschlossen ist. 

Aus (VI.) folgt Nachstehendes. 

Sind k und A’ zwei verschiedene Wurzeln von fur = 0, so ist 
ff... =0 und f,.,=0, also 


u 


VI) = mul = 


Sind die Gröfsen 4 und 4’ einander gleich, so erhält man für vor- 
stehende Summe zunächst $. Der wahre Werth findet sich auf bekannte 
Weise. nämlich: 








& 
2 
= 
2 
4 
P7 
H 
x 
Ri 
% 
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A=zu+l N # ir N \ 
m) = mh Ya Er hg 


Wird hier für % eine Wurzel von f,,,=0 gesetzt, so ist 


IX) ph ren. 
0 2 A+H1f AA u dk Yurı- 


Nun seien A,, Ar, %;, ... Ak, die Wurzeln % der Gleichung f, —= 0. 
nach der Gröfse steigend geordnet, %, irgend eine derselben: so ist für die 
Schwingungen des Gewichts p;: 


i=r-+1 


Yı = & |0,.costy(gk,)-- D,.sinty(gk;)\, 


1 





wo Ü, und D, Constanten sind, deren Gesammtzahl 2» beträgt. Wird ferner 
durch pn der Werth bezeichnet, welchen f, durch Einsetzung von A, statt % 
erhält, so findet man für die Schwingungen von p,,.: 

— pi - 


Fi Yan = futCı. costy(yk,)+D;,.sinty(gk;)!. 


UV 


Zufolge (VII.) ist TE wenn die Zeiger 4 und & von 
ui) 


einander verschieden sind. Bedeuten nun y 


„und , die Werthe von y,, 


und Ir für *=0, und setzt man noch zur Abkürzung 


u=v 
N er sl; 


ul 


so folgt aus (X.): 


uzy 


h, u ( . W) 
NG = = Parıli Yuzı . N,D; Y(gk,) Zn = Punıf U ur: 
LE ui 


Hierdurch sind die Constanten C' und D dem Anfangszustande gemäfs 
bestimmt, und damit ist die Aufgabe für einen mit getrennten Gewichten be- 
lasteten Faden gelöse. Der Nenner N, läfst sich nach (IX.) auch also 
ausdrücken: 

| dfe,, 
N = —P-ı Ak Ir. 


Wird vorstehender Werth von C, in das System linearer Gleichung gesetzt, 
welchem dadurch Genüge gethan wird, nämlich in die für «0, 1, 2,... v—1 


gültige Gleichung 


Yızı = ei Gh= t+Gfl + u +C,f.; 
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so ergeben sich daraus die Werthe gewisser symmetrischer Functionen der 
Wurzeln A,. A. ... &, der Gleichung f,=0, welche ich noch bemerklich 
machen will. Es ist nämlich für «—=0, 1, 2, ...v—1: 
vv 
p \fu fi ra A * fafu! Br 1 
al 7 zu Br: > 





und wenn ?” eine von « verschiedene Zahl aus derselben Reihe ist: 


“u Ar pt eV LV 
Irfa ı Ir fa | n.- If zu A 


4 oE— [nt - mn — 
I 


N UN, N, 


l 


Auch die Lösung der Aufgabe für eine s/elöy vertheilte Belastung ist 
in vorstehenden Formeln enthalten, wenn man die Anzahl der Gewichte immer 
orölser. ihre Abstände immer kleiner werden läfst. Werden alle Abstände 
oleich grofs angenommen und mit / bezeichnet, und erinnert man sich, dafs 
py,—P,-—-P,_-, war, so nimmt die im Eingange dieses Aufsatzes angegebene 
Differentialgleichung für die Bewegung des Gewichts p, folgende Gestalt an: 


1 d’y. *- P, (Yu 572 Yu) 2. Pu (Yu — Yu-1) 


Y dt! Em (P, Be P.-ı) I N 





oder 


d’y, “Zu P, (Yu- 1 — Yu +yu-)+(Pu— P.-) Ya—Yu-ı) 


7 dt? (Pu—P.-l 





Setzt man nun != Ja, y„=y=y(2), P,,=P=v(z), so wird 
Yu = p(2+4Ar), Yu =Yplxe — Ar), P,ı=v(r— 4x), und man erhält 
für ein verschwindendes Az, wie leich! zu sehen: 
dy dy 
Loar 2. a2 oder An ar] 
yg de g dr dt’ de 

als Differentialgleichung für eine E vertheilte Belastung. Das Integral der- 
selben wird aus PERF Integralen von der Form 


— f(C. cost y(gk)-- Dsinty(gk) 


vebildet: A, Ü, D sind Constanten. f ist ein von «= abhängiger Factor, der 
folgender Bedingung genügen muls, nämlich: 


XL)  kfdP+d(PAL) — 0 


- 


Ii= 1— A,k+ A,k — A, N A . 
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so entspricht diese Reihe genau der oben für f, aufgestellten Reihe 
1— o)k4ad)R®— ... 


u 
Es war a, =4, ++. —1,; daher "” X,=.r. Ferner war 


a" — Ri Pr: > PR 


du n'! 37 
wo die erste Summation von n’—= 1 bis n’—=n" und die zweite von n”’—=1 
bis a" = u geht. Für eine stetig vertheilte Belastung verwandelt sich dieser 


X, — Saft, IT,. 


wo Il, =  ; ist und P, das Gewicht des Fadens vom unteren Ende bis 


2 
zur Höhe /,. oder von 2—=0 bis 2 —=/,. eben so P, das Gewicht von 20 


Ausdruck in 


bis 2 = {, bedeutet. 


Wird überhaupt 


= 1-59)... 1-3) 


gesetzt. so ist. dem Werthe von «/, in (IIl.) entsprechend, allgemein: 


AV) = / u, F | wu ir nn * a 2 


Durch Einsetzung der Reihe für f in die Differentialgleichung (XIll.) 
würde man unmittelbar 


X,_.dP=d(PT=) over —/ 3 fe. X,_.dP 


erhalten haben. Die Übereinstimmung dieses Werths mit dem vorigen läfsı 
sich leicht nachweisen. Nach (XIV.) ist 


AX, — def di,_,/ 1 en af dl El 


0 











daher 





IX, ıx 7, i 
PT = / di,_., ef di. I, (P—P,_): 
Erwägt man nun, dafs für ,_,=., P—P,_,=0 wird, so folgt daraus: 
1, 
a(P)—dP Ja fl u [ u.0,,— X,_.dP. W. 1b. w. 


Da IT, stets ein positever echter Bruch ist, so ist aus der Formel (AIV.) 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. L. Heft 3. | 39 
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sogleich zu sehen, dafs X, mit wachsendem rn sich mehr und mehr der Null 
nähert; und zwar so schnell, dafs die Reihe f—=1— A,k-+ A\,%k° ... für jeden 
Werth von %, in Folge der Abnahme ihrer Glieder, convergirt. Denn selbst 
wenn man 1 statt /7, setzt und alle Glieder positiv nimmt, erhält man die 
22 3 

Reihe 1- + = 1 T- ZU 

Da ferner die Reihe f,, durch Vermehrung der Anzahl der Gewichte 
und Verminderung ihrer Abstände, der Reihe f so nahe gebracht werden kann 
als man will, und da die Reihe f stets convergirt, so folgt, dafs die Gleichung 
f=0. nach % aufgelöset, unendlich viele reelle, positive, ungleiche Wurzeln 
hat; und nur solche. Dabei kann x in f jeden Werth haben: von z= 0 
bis zur ganzen Länge des Fadens == L; andere Werthe von x hingegen 





kommen nicht in Betracht. 


Durch Einsetzung von A’ für k gehe f in f’ über; dann hat man: 

! 

kfAP+a(PA)—0 und Krfrap+a(P{E) = 0, 
und daher 


k — k)ffdP — rra(pZ£)— ra(Pp-E) 


dx 


= (p 4 _ 0) ap + (paf —ra4E)P 


oder 


("—k)ffdP = d)p(f I- ) 


rE 


und. da P für 2 = 0 verschwindet: 


7 ' an ' df rz 
(XV.) (k hf rap = (4 _rSE)P. 
Hieraus folgt für A" —k: 
af, df_ Tr 
(XVL.) Strap = | (dk dr | drdk Ze P- 


In diesen Formeln, welche den unter (VI. und VIII.) für getrennte 
Gewichte aufgestellten entsprechen, ist k, so wie 4’, ganz willkürlich, und 
namentlich von der obern Grenze x des Integrals links unabhängig. Sind 
aber 4 und A’ zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung f—=0, so ist mit f. 
auch "= 0 und nach (XV.): 


(XVIL) F fdP = 
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Ist hingegen 4 —%k und f—=0, so wird nach (XVI.): 
(XVIM.) y ffdP — “L.2E.p 
Der Deutlichkeit wegen kann in der Folge f, als Function von « und %, 
auch durch f(x, %k) bezeichnet werden. 
Es seien A,, A,, hy, ... ky, ... die nach der Gröfse steigend ge- 
ordneten Wurzeln der Gleichung f(ZL,k) = 0, welche sämmtlich reell, positiv 
und von einander verschieden sind: dann folgt schliefslich:: 


in 


(XIX) y= F/(&,k)|C;,.costy(gk,) +D;,.sinty(gkı)}. 
Azsi 


und wenn y==y' und 4. für 2=0 ist, nach (XVII): 


dt 
X) NG=f"yfak)dP, NDyyk)—f"wf@,k)dP, wo 
N, = "ifta,k,)?dP — FR für e=L und k=k;. 


dk dx 
Nach den vorstehenden Formeln zerfällt die Bewegung des Fadens 
in eine unendliche Anzahl einfacher Schwingungen, deren jede als für sich 
allein bestehend angesehen werden kann. Betrachtet man die zu A, gehörige, 
oder kürzer, die Ate Schwingung für sich allein, so wird die ihr entsprechende 
Gestalt des Fadens durch die Gleichung 


y = f(z,k,)|C,.costy(gA,)+ D;.sinty(gA,)} 


gegeben. Sie ist also die einer geraden Linie für alle ?, welche der Glei- 
chung tang (£y(g%,)) = un genügen, indem bei der einfachen Schwingung 
+ 


alle Puncte des Fadens gleichzeitig durch die Lage des Gleichgewichts gehen. 

Ferner giebt es gewisse Puncte, für welche das vorstehende g immer 
gleich Null ist, und zwar beträgt die Anzahl solcher Schwingungsknoten für 
die 4'° Schwingung A—1; d.h. die transcendente Gleichung f(x, k,) =0 hat 
»—1 reelle, ungleiche Wurzeln x zwischen O0 und Z, ungerechnet die Wur- 
zel e—=L. 


Um Dies zu beweisen, sei 
k=I ud fah=f(r,—)=f. 
In der Reihe f =1— X, k-+ Ak’ — ... ist Ä,=z, und man setze 
A, 


nn tan U u 
Yıad%), er. 6 we at > »% 





33 * 
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dann sind die Gröfsen Y%, %3, ... y„ zwar mit x veränderlich, ihre Zahlen- 


werihe aber stets poszfve echte Brüche. Hieraus folgt. dafs in der Gleichung 


t=0 der 1 = VA 3 2) +e—=0 


ein sehr kleiner Werth von x einen sehr kleinen Werth von z& bedingt, oder 
dafs die sämmtlichen Wurzeln & dieser Gleichung mit = zugleich verschwinden. 
Nach dem Vorigen hat die Gleichung f=0 für jedes x zwischen O und Z 
unendlich viele reelle, positive, ungleiche Wurzeln 2; für == L insbesondere 
hat sie die Wurzeln 


l | 
E: = m. ki — r, 0, 


i 2 


| j i 
2 77 — h, gegen Null convergirt. 
Betrachtet man daher x und z als senkrechte Coordinaten, so hat die durch f=0 


wo A, >> h,... und mit steigendem 4 


gegebene Curve unendlich viele Zweige, welche alle vom Anfangspuncte der 


Coordinaten 4 (Fig. 2.) ausgehen. und ein im Abstande r—= AB=L 
errichtetes Loth in den Puncten M,, H,, H,, .... schneiden; wo BH =4.. 
BU, —h,....ist. Es sei @ die Neigung der Tangente eines solchen Zweiges 
! / 
segen die Axe der x, so ist SE 4 L tang« —=0, und zugleich f=0. Oben 
(XVII) war 
x df df 
f Far — dk dx pP, 
. ’ 1 n 
und da für A jelzt — gesetzt werden muls: 
Fe a „2 df df N 
J rer It pP; 


wo zugleich der Werth von z aus dem Grenzwerihe x durch die Gleichung 


f=-0 bestimmt wird. Daher folgt: 


7 TR ee 7 tga.P; 


woraus hervorgeht, dafs tg« stets positv ist, d.h. dafs für alle Zweige der 


Curve die Ordinate > mit wachsender Abseisse .r beständig zunimmt. Auch‘ 


können zwei dieser Zweige nie einander schneiden, indem sonst die Gleichung 
f=0 für irgend ein x zwei gleiche Wurzeln z haben müfste; was niemals 
der Fall ist Eine der Abseisse parallele Gerade DE mufs daher alle die 
Zweige AH,. AH,.... der Curve schneiden; und zwar jeden einmal, deren 

























Bun 
» a a u 
RN gebe ia are u Si a SR 
Bu I ER NN ® ie 
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Endpuncte H,, H,, ... in (Fig.2.) über E liegen, während sie die übrigen 
Zweige nirgends trifft. Hieraus folgt Nachstehendes. Liegt k zwischen %,_,und%,, 
so giebt es A—1 Werihe von x, zwischen O0 und Z,, welche der Gleichung 


f(2,k)=0 genügen Ist A=%,, so tritt noch die Wurzel # — L hinzu. 
Also hat der Faden, vermöge der allein angenommenen 4" Schwingung. 
Schwingungsknoten. 


Zwischen je zwei benachbarten Knoten liegt immer ein, und »ur ein 
gröfster oder kleinster Werth von f oder fx, %,). Dies ist aus der Gleichung 


a(PpZE) + kfdP — 


am leichtesten ersichtlich, wenn man sie wie folgt schreibt: 


/ 
+ k f fdP — 
Diese Form zeigt, wie f, von 1 (für #0) abnehmend, durch Null bis zu 
* [2 “ pP * 14 LU 1 . * 
einem gewissen kleinsten (negaliven) Werthe fortgeht, wo T—0 wird. wie 
dx 


von da /, wiederum wechselnd, nochmals durch Null zu einem gröfsten (posi- 
tiven) Werthe steigt, u. s. f. abwechselnd. 

Es seien %,, k, zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung f(L,k)—=V0. 
und der Kürze wegen sei 


(=, k,) rg f; ’ f(s; k,) zZ er . 


Wird nun die Gleichung 
er df; 
k,f,dP+d( PL) 
mit f, multiplieirt und integrirt, so erhält man 
6 Br dfj 
k,/ AfudP+/ fa(PE) = 0. 


Das erste Integral ist Null; das zweite führt durch theilweise Integration auf 


Ji.a@3) = 1, _ [4 par: 


dr 





die Form 





wo der vom Integralzeichen freie Theil an den Grenzen verschwindet, da 
für 20, P=0 und für e—L, f,—0 ist; mithin folgt: 


(XXI) ke Sr. Par — 0. 
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Ist hingegen k,—=k;,, so ist das obige erste Integral = N,, und man erhält: 
2 L/ df}\® . 
xx) / (GE) Par = kıN,. 


Mit Hülfe der vorstehenden Formeln läfst sich ein Beweis für die Con- 
vergenz der Reihe (XIX.) geben; wobei es genügt, diese Reihe auf ihren 
Werth für *—=0 zu beschränken. 

Es sei y eine gegebene Function von z, welche jedoch überall (näm- 
lich zwischen 2=—=0 und z=ZL) nur endliche bestimmte Werthe hat und 
für —=L verschwindet. Die Curve, deren Ordinate y ist, kann aus mehreren 
Bogen beliebig gebildet sein, welche verschiedenen analytischen Gesetzen 


Ma 
folgen: ich setze jedoch voraus, dafs > überhaupt bestimmte Werthe habe, 


und namentlich, nirgends unendlich grofs werde. Nun sei, wie oben. 


N=/f"pfdP, N,C,=f"yfdP und 
(XXI) y= GfhtGRr+.- +Gf+u. 


Wird diese Gleichung mit f, multiplieirt und integrirt, so erhält man 


(XXIV.) # "uf.dP = 0 


welche Gleichung für «u —=1, 2, 3, ... 4 gültig ist. 
Nach (XXIM.) ist 


4 _ ei MR. Apr 1 due 


dx I dx! "dr Ar’ 


daher. wenn diese Gleichung quadrirt, mit Pdx multiplicirt und von O bis L 


integrirt wird: 


SE) Par — / () Pax + /z »(. +... 40,2%) Par 


+ aat +022) Paz. 


Das zweite Integral rechts ist aber =0. Denn es ist, wenn f irgend 
eine der Gröfsen fi, fa, ... f} vorstellt: 


RA FF: a Pdr = ri du — |[u.P A] —_/ walpäf), 


wo für den eingeklammerten Ausdruck der Unterschied seiner Grenzwerthe 
zu setzen ist, Es ist aber für 2=0, P=0 ud für r—=L, u=0; 
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ferner ist 


— d(PSF) — kfap; 
folglich: 
Ldu ‚Yp 


r - 
Dam - kf ufdP = 0, nach (XXIV.). 


In dem dritten Integrale rechterhand verschwinden nach (XXI.) alle 
Glieder, welche in C,C,. multiplieirt sind, wenn w’ von w verschieden ist: 
es bleiben also nur die quadratischen Glieder übrig, und nach der Gleichung 


(XXII.) erhält dieses Integral den Werth 


UN,k, .- CN, k,-- Mar —- UN, h,. 
Folglich ist 


SE Paz = [(GE) Part ONKA+ONk+  +ONiAr 


Da diese Gleichung überall nur positive Glieder enthält, und da der Werth 
links eine endliche Gröfse ist (sie heifse zur Abkürzung 4): so folgt, dafs 
auch eine beliebige Anzahl von Gliedern rechts, zusammen einer endlichen 
Gröfse gleichkommen. Also ist, wenn man in vorstehender Gleichung 4 + u 
statt A schreibt: 


G N;k; + GN hart + Cu Narulazı = 4dG; 
wo a<<A ist. Dies gilt, wie grofs auch die Zeiger 4 und A+u genommen 
werden mögen. Nun ist Ay, < Ay," <Äy,,; folglich: 


k; IC; N, + C.1N4 + Rn + Ci, N; 4. 8, 


und mithin: 


M— CN + -- +0 Nu < 5; 


folglich ist für ein grofses 4, dem ein sehr grofses 4, entsprechen wird, der 
Werth von M unendlich klein. Bezeichnet man zur Abkürzung eine unend- 
lich kleine Gröfse allgemein mit w, so ist für ein grofses 4: 


M — w. 
Nun sei Oh +GR+-+Oh=Nı und S,,„—S;,—=J4, also 


d = Cf+ Onfzt + CO, 3uliru; 
so findet sich, da /” ff. dP = 0 und / ff dP = N, ist: 


[sap —ıM, 
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und mithin für ein erofses 4: 


ıL 
/ I1dP = w. 


dP . 


Die Grölse ist zwischen O und 4 überall posetw, oder auf einer 


dr 


R F > BE h 
unbelastelen Strecke des Fadens. Null. Es sei en zwischen «@ und / stets 
ee & 


posiliv. so Ist 


fFdP ur. 9, 


0 
Hieraus folgt. dals zwischen & und 9 stets J=w ist. Denn gesetzt, .7 hätte 
für irgend einen zwischen diesen Grenzen befindlichen Werth 7 von x einen 
endlichen (nicht unendlich kleinen) Werth. so mülste /, da es eine stetige 
Function von x ist, auch in der Nähe von y ebenfalls noch endliche Werthe 
haben; alsdann aber wäre das Integral / TdP eine endliche Gröfse; was dem 


0 


Vorstehenden widerstreitet. Also ist auf jedem belasteten Theile des Fadens 
I aW. 

Kin unbelasteter Theil des Fadens ist stets eine gerade Linie, welche 
die Endpuncte der benachbarten belasteten Theile mit einander, oder einen 





solehen mit dem festen Endpuncte verbindet. Daher ist auch hier 4=w. 
Folglich ist für ein groflses 4 überall S,, = SS; +4/=89;_,+4w; d.h. die 
Summe 8; nähert sich. mit wachsendem A, mehr und mehr einem endlichen 
bestimmten Werthe; oder die Reihe Ü,f, + &f +: convergirt. 

Hiermit ist noch nicht erwiesen, dafs ihre Summe keine andere ist 
als die gegebene. den Anfangszusiand des Fadens betreffende Function y. 
Um diese Lücke auszufüllen, kann man sich des Überganges von einer end- 
lichen. aber stets wachsend angenommenen Anzahl (v) getrennter Gewichte 
zu einer sielig vertheilten Belastung bedienen; wobei ich mich auf folgende 


Andeulung beschränke. Nämlich, indem » immer gröfser wird, nähert sich 


y d Yu * . Tr . 
der Werth von ur mehr und mehr dem einer s/etigen Vertheilung ent- 
( 


sprechenden Werthe von 


ar . . . N) 

777; wie es oben bei Herleitung der Formel (XII.) 
( 

vezeigt wurde: es haben daher, bei gehörig fesigesetzler Übereinstimmung 
der Anfangszuslände, entsprechende Puncte in beiden Fällen einerlei (d.h. eine 


unendlich wenig verschiedene) Bewegung. Folglich kann durch die endliche 


Reihe A auch die Bewegung eines stetig belasteten Fadens so genau ausge- 
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drückt werden, als man will, wenn nur die Anzahl getrennter Gewichte grofs 
und ihre Abstände klein genug angenommen werden. Da ferner auch die 
endliche Reihe (X.) und die congruente unendliche Reihe (XIX.) bei wachsen- 
dem » einander beliebig nahe gebracht werden können, so folgt, dafs die 
Reihe (XIX.) den richtigen Werth darstellt. 

Für bestimmte Werthe von P wird die entwickelte Darstellung der 


Function f(@,A) wegen der wiederholten Integrationen sehr bald unausführbar. 
Ein Beispiel, in welchem die Rechnung sich vollständig durchführen läfst, ist 
folgendes. Es sei P= x" (n positiv) von 20 bis =L". Von 2—L' 
bis 2—=L sei der Faden leer, also P—(L’y”. In diesem Falle erhält man 
die. auch anderweit bekannte Reihe 


Bi. n.n x’%° 
fh) = 1— ak n +1 er) re g' Er 


welche von 2=0 bis z«—=L! gilt; für die Strecke von L’ bis L wird 


70 ‚ df(L’,k 0x 
f(; k)—f{L',k)-- LT 2 —D); 


wo der Werth von f(L’,Ak) rechts aus der vorhergehenden Gleichung zu 











entnehmen ist. Also ist zwischen ZL’ und L: 








a nL’ 0 22 (n L’)? ER . 
f(z,k) = 1 — ck „ri? —ıL)R — ne nrzl® —4L)—- Qr 
' (nL’)’ M 
nF Dn+2)(n+3) @-1 0) — SE 


Ein zweites Beispiel gewährt ein aus zwei gleichartigen Stücken be- 
stehender Faden, wo P=z ist, von O bis Z’/, und P=L’+a(@— UL). 
von L’ bis L. Hier wird zuerst von O bis Z, da in der obigen Formel 


nur «=1 zu Setzen ist: 
i x°k: x°k° c'k* 
f(z,k) = 1— ck + —- 9 us Zr + rar 32 Br 


für den zweiten Theil aber ergiebt sich eine ganz andere Form. Es sei für 
diesen Theil, also zwischen Z’ und Z, 


fiz,k) = 1-0k+6,.L".R —6,.L.R +. --; 


so ist allgemein: 


L x" m 
untl dx _ . JS: x" = 
G,r. L -/7 an 


nn re ef o.de 
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Zur Abkürzung sei 














' ala — [L’) e 
u > 
und 
on / 1 
G, — - -(1— —)R 
ü (n)’.a” \ Brent 
so wird 
| 
R AR. ZT ERR ef "R,as 
ai . an r1.a! a Ir Es 
a 


Hiernach findet man, da @, allgemein von der Form Q--OQ'logndts ist. 
wenn @ und @' ganze Polynome in & sind, insbesondere: 





et ur re Dr 
nm 2 1 1 94.22 RN: RE WR N Ju 
G 4 2 | (A a/aNy »10555» 
23 4 / I114 1 2 ‚41 1 _ -! 
(4. .- - ai 4 .. a ER — — —— (+ — — 8) —1 ti Pe — £)lo ne) 
m 36.0? ! 39 1 (1 a/2al? ! a 2a \ 3 I 3a a” 55\ 


Dorpat, den 31. Juli 1854. 














17. 


Nouvelle regle pour reconnaitre en plusieurs cas 
l’absence de racines reelles d’une &quation 
algebrique dans un intervalle donne. 


(Par Juste Bellavitis, professeur de geometrie descriptive a l’universite de Padoue.) 





Pour trouver toutes les racines et toutes les valeurs ceriliques d’une 
equalion algebrique, le procede Budan - Ruffini- Horner ne laisse rien a 
desirer; mais la determination des valeurs criliques n’a aucune importance: 
done si l’on voit disparoitre quelque paire de variations de signe, il est utile 
de savoir si dans cette intervalle il se trouve le m&eme nombre de valeurs 
eritiques, parcequ’alors on epargne la recherche des racines qui n’existent pas. 
La regle complete est düe a M. Sturm; mais son application exige beau- 
coup de travail. Des regles done, qui en de nombreux cas montrent avec 
certitude l’absence de racines dans un intervalle donne,„ seront uliles, si meme 
parfois elles laissent en doute cette absence. Cette ä dire un criterium de 
l’absence des racines swffisant, quoique non necessatre est utile. 


La regle proposee dans mon memoire: „Sul peü facıle modo di trovare 
le radicı reali delle equazion? algebriche, e sopra un nuovo melodo per 


’ 


la determinazione delle radici imaginarie,” me parait plus commode, et 


presque toujours plus applicable que celles de Budan, Fourier, Lobatto etc. 


Pour trouver si une &qualion quelconque, par exemple 
Az’-+Ba’—..--- -Fe+G =0, 
puisse avoir des racines entre 2 —=0 el 7==u (a etant une quantile positive). 
on caleulera les nombres 0, F,, E,, D,. C;. B,, 4,, Z 
ABUDEFG 
a|)Z 4 BCG.D EFF 0 
de maniere que relativement au chiffre «, les relations m&mes du procede 
de Budan, aient lieu, c’est ä dire we «FH +G@=0, aE+F=HF,, 
aD, +E=KE,, .... aBB+-0=C,, aAa+B=B, aZ+-A=4,. Mais 
on devra avoir attention que si l’une des differences, par exemple D,— D 


a le signe oppose ä celui du terme F,, et est plus grande (faite abstraction 
34 * 
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2 
des signes) que D,. on doit mettre au lieu de D,— D la quantite - Zr 
3 
g i 
ID, au lieu de a, =D, —D. 
Si deux nombres successifs entre E,,. D;, .... Au. Z ont des signes opposes 


a celui de F',, il faut arr&ter l’operation, parceque, ou l’equatlion a des racines 


et calculer ©, moyennant la relation «U, = 





dans l’intervalle entre OÖ et «, ou la regle est insuffisante pour indiquer leur 
absence. Si ce cas n’a pas lieu, et si Z a le m@me signe que F,, on en 
conelura avec toute cerlitude que l’equation n’a pas de racines dans l’inter- 
valle O....a. 


Il est bon d’observer que dans les divisions, qui servent ä determiner 
les nombres F\,. E,. .... Ay, Z, on peut se servir de valeurs approz:- 
matives, pourvu que les fonctions jointes aux valeurs exactes n’aient jamais 


le m&me signe que le dernier terme F}. 


Exemple d’une &quation pour laquelle on reconnait qu’elle n’a pas de 





racines entre 2 =( et 2 =—=3. 
1.2” — 90 2*-—- 400. 2° — 2400 x’ -- 11700. 2 — 18000 = 0 
310.6+-3 —81 +166 —1900 + 6000 0 


On a caleule ici les nombres + 6000, — 1900, en divisant par «==3 les 
nombres — 18000, 6000 — 11700. Au lieu de la valeur exacte du quotient 
de —1900 -+2400 divise par 3, on a mis le nombre --166, moindre que la 
valeur exacte (parceque le dernier terme —- 6000 est positif). Au lieu de la 
difference 166— 400, qui aurait Ele de signe oppos& a + 6000 et est plus grande 


2 
que 166 (abstraction faite du signe), on a dü prendre a — 241, 


qui, divise par 3, donne un nombre fractionnaire, au lieu duquel il est plus 
commode de mettre le nombre — 81, qui est moindre que le nombre exact. 
Parmis les nombres 0,6 +3 — 81 + 166 — 1900 -- 6000 il ne se trouve pas deux 
nombres conseculils de signe oppose au signe commun aux deux extr&mes; 
done il est impossible que l’equation ait des racines entre O et 3. 


Autre exemple. 


1.2° — 72425 2° — 6600. 2° 13120. 2 — 6561 = 0 











3)+04+1 —4 +13 —6560 +2187 0 
Tous les deux nombres — 6560 +13 sont un peu moindres que les valeurs 
— (13120)? — 6560 + 6600 u 
exacles 3,5 et — a: (parceque +2187 est posztf). Le pre- 
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mier terme etant Z= +0, on pourrait douter que l’equation ait la racine 
2 = 3, mais il est facile de lever ce doute. Donc l’equation n’a pas de 
racines entre O et 3. 


Exemple tire d’un memoire de M. Lobatto. 
1.2° — 122° + 40 2° — 302 46,5 = 0 
in Im — 8 3 
Le terme —13 etant negalif, on a Ecrit --35, qui est un peu plus grand que 
0 
1.4.13 


done il reste indecis, si l’equation a quelque racine entre O et 4. Sion 





Le premier terme +6 a le signe oppose ä celui du dernier — 13, 





applique la regle a l’equation transformee par y—=— r--4, savoir ä 
1.y‘-+10y°-+ 23,5 y? — 1,5y +0,0625 —= 0 
11-25 —24—14 + 9  —0,0625 0 


on trouve qu’il n’existe aucune valeur reelle entre O et 1; donc l’equation 
proposee n’a pas de racines entre = +4, ee r—= —4. 


Voici trois autres equations pour lesquelles notre regle indique l’absence 
de racines entre 2—=0 et r—=1: 
1.2* — 152° +37 2° — 36215 —= 0, 
11-05 IM -B 0 
132° — 52° — 162° 152 —8 = 0, 
TIL SE er 8 © 
1.2’—42°+32°-1. 22° — 1224120 —3 = 0. 
HI u Eee u. 6 
Padoue, Fevrier 1855. 
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18. 
Kıne Eigenschaft des Dreiecks. 


(Von dem Herrn Prof. Dr. Lehmus zu Berlin.) 





Zu drei gegebenen Puncten A, B, C (Taf. IV. Fig. 3.) einen vierten 
D, in derselben Ebene, unter der Bedingung zu finden, dafs die Summe 8 
der drei Entfernungen DA, DB, DC ein Minimum sei. 

Man nehme AB==e zur Axe der Abseissen, A zu ihrem Anfangs- 
punet an. AQ=e und QÜ = Ah seien die rechtwinkligen Coordinaten von €, 
und AP—= x, PD=y die von D. Ferner seien g und ı die Winkel 
zwischen DA und DP und DB und DP, und «u der Winkel zwischen CD 
und EQ. Dann gehen vermöge der Gleichungen 

AD: — ır -- Y'z 

BD’ — (c—e)-y’ und 

ED’ —— (2—e) (k—y) 
die beiden Bedingungen dS,—=0 und dS,—=0 für S—= Min. in 

sing — sinw+sinu—=0 und cosgp--cosw — cosu — 0 
über und aus ihnen folgt 
cos(py-w) = —1, 
also 
p+v = in. 

Der verlangte Punct D liegt also so, dafs die drei Winkel ADB, 
BDEC und CDA einander gleich sind. Ist einer der drei Winkel des Drei- 
ecks ABC, etwa der in EC, —=?n, so fällt D in Ü; ist derselbe >27, so 
fällt I aufserhalb des Dreiecks und es it DA+DB-— DC ein Minimum. 


Construetion des Punctes D. 


Bezeichnen «, d, ce die Länge der drei Seiten des Dreiecks: «, P, y 
die ihnen gegenüber liegenden Winkel, und w, v, «= die Längen DA, DB, DE, 
so folet aus 


e=u-+v-+w, "’=wW-otun und W=uü"tw tom, 
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verbunden mit 


j | besin« oder 
| [uv+uw-+vw]singn —= /acsinß oder 
'absiny 
(6°-+e— 2becos(4n--«) oder ) 
jau--v-+4w] oder S°’ — |a’+e"— 2accos(47-+P) oder 


| ab’ — 2ab cos (In + y) 

Daraus erhellet. dafs wenn über den Seiten des Dreiecks ABC, aulser- 
halb desselben, die gleichseitigen Dreiecke ABC,, BCA, und ACB, ge- 
zeichnet werden: 

Krstlich. Jede der drei Längen AA,, BB,, CC, gleich 8 ist; .und 
Zweitens. Alle drei sich in dem gesuchten Punct D schneiden. 

Die gleiche Construction giebt PD, wenn auch einer der drei Winkel, 

etwa y, grölser als 37 ist, so wie auch wenn Ü in AB fällt; sie giebt 


dann DA+ DB— DC für das Minimum. 
Berlin. in November 1854. 
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19. 


Bemerkungen zu einer Aufgabe der Wahrschein- 
lıchkeitsreehnung. 
(Von Herrn Dr. phil. Dedekind zu Göttingen.) 





In einem der früheren Hefte des „Philosophical Magazine” für 1854 
hat @. Boole eine von Ü. Cayley gegebene Auflösung einer Wahrschein- 
lichkeits- Aufgabe angegriffen. Wiewohl nicht zu zweifeln, dafs der in diesem 
Aneriff enthaltene Irrthum auch von Andern schon erkannt sei, so kommen 
doch die folgenden Bemerkungen Denen, welche sich für diese schöne Theorie 
interessiren. vielleicht nicht unerwünscht. 

Die Aufgabe lautet: Gegeben ist die Wahrscheinlichkeit «, dafs 
eine Ursache A (welche ein gewisses Ereignifs hervorbringen kann ) 
zur Wirkung kommt, und die Wahrscheinlichkeit p, dafs, wenn A 
wirkt, das Ereignils eintritt; eben so die Wahrscheinlichkeit 5, dafs eine 
Ursache B zur Wirkung gelangt, und die Wahrscheinlichkeit 4, dafs, 
wenn B wirkt, das Ereignifs eintritt: gesucht wird die Wahrscheinlich- 
keit « des Ereignisses, unter der Annahme, dafs dasselbe von keiner 
andern Ursache als von A und B hervorgebracht werden kann. 

Cayley löset die Aufgabe auf folgende Weise: Es sei 4 die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs, wenn A wirkt, das Ereignifs auch durch A hervorgebracht 
wird; « die Wahrscheinlichkeit, dafs, wenn B wirkt, das Ereignifs auch 
durch B hervorgebracht wird; dann ist 


p=ı+Ai—Muß; = u-+(1—u)ke,. 
Hieraus werden A, « bestimmt; und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 
u — ka uß — kueß. 
Nachdem nun Boole diese Auflösung bei mehren Specialisirungen als 
richtig bewährt fand, sucht er nachzuweisen, dafs sie in dem Falle y=1, 


g=—=0 zu einem falschen Resultat führe. Er sagt: Es ist einleuchtend, dafs 
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses in diesem Fall = « sein mufs. Denn 


wenn die Ursache A das Ereignifs ste/s hervorbringt, die Ursache B nie- 
mals, und das Eintreten des Ereignisses keiner andern Ursache zugeschrieben 
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werden kann, so mufs die Wahrscheinlichkeit des „Ereignisses gleich der des 
Eintretens der Ursache 4 sein.” Da sich gegen diesen Satz natürlich Nichts 
einwenden läfst, und nun die Auflösung, wie sie Cayley darstellt, in diesem 
Falle entweder «—=1, oder u — «a(1—ß) giebt, so schliefst Boole, dafs 
die ganze Auflösung fehlerhaft sein müsse, und giebt die Endformel seiner 
eigenen Auflösung, mit Hinzufügung besonderer Beschränkungen, aus denen 
sich allerdings für diesen Fall das gewünschte Resultat #«— « ableiten läfst. 

Man sieht indessen durchaus nicht, wo Cayley einen Fehler gemacht 
hätte; und in der That ist seine Auflösung auch (bis auf gewisse Beschrän- 
kungen, durch welche sie erst eöndeutig gemacht werden mufs) streng richtig. 
selbst in dem eben angeführten Fall; denn man findet leicht, dafs «(1— ) 
mit «@ übereinstimmt, indem & Nichts Anderes als Null sein kann. Wäre nämlich 
die Möglichkeit des Eintretens der Ursache A offen gelassen, d.h. wäre « 
nicht Null, so könnte auch unmöglich die Wahrscheinlichkeit 4 des Ereignisses 
(unter der Annahme des Eintretens der Ursache B) gänzlich verschwinden, 
mag p noch so klein, nur nicht Null sein (in diesem Falle war aber y—1 
angenommen). Die gestellte Aufgabe ist daher widersinnig, wenn g— (0, 
a« und p dagegen beide von Null verschieden angenommen werden. Dies 
ergiebt sich auch durch einen Blick auf die Gleichungen von Cayley. Wenn 
man nämlich beachtet, dafs u, (l—u), A, @, der Natur ihrer Bedeutung 
nach, nicht negativ sein können, so folgt aus der eemen Gleichung y —=0, 
sowohl « —=0, als auch «= 0, und die andere Gleichung geht in y=4 
über. Ist nun » von Null verschieden (es ist nicht nöthig dafs » gerade 
—1 sei), so mufs auch &—=0 sein; und die gesuchte Wahrscheinlichkeit « 
mufs stets = 0) sein, mag g oder p, oder mögen beide —=0 sein; wie man 
es nicht anders erwarten darf. 

Wenn nun aber dieser Vorwurf auch die obige Auflösung nicht trifft, 
so ist sie doch wenigstens noch unvollständiy zu nennen, da die Bedingungen 
nicht angegeben sind, unter welchen die Aufgabe wirklich einen reellen Sinn 
hat, und da ferner zu entscheiden übrig bleibt, welchen der beiden Wertlhe 
von u, die den obigen Gleichungen genügen, man zu wählen habe. Dies soll 
hier geschehen. 

Man verfährt mit der meisten Symmetrie, wenn man u aus den Gleichun- 
gen für y und w, und eben so A aus den Gleichungen für p und ” eliminirt. 
Dies giebt 

(1) vw—- Ayg=41—P)ia; u—op—=(1—e)uß, 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. L. Heft 3. 35 











a 











270 19. Dedekind, zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


und wenn man diese Werthe von 4, uß in die Gleichung für # substituirt, 
so erhält man eine quadratische Gleichung, durch deren Auflösung sich 


2) uw ı(1-oß+op+Pßg—e) 


4 


ergiebt, worin o die noch zweideutige Quadratwurzel aus 


(1— oß-+ap+Py? —4A1-— P)op, 
ar: —4(1— 0)dy — 4ap.Py 
ist. Damit aber die Aufgabe lösbar sei, ist nötheg: zuerst, dals vo reell, und 
weiter, dals # (als eine Wahrscheinlichkeit) ein posetiver echter Bruch sei. 
Aber auch Dies ist noch nicht genügend; und darin liegt eigentlich das Haupt- 
Interesse der ganzen Aufgabe. Sie würde immer noch ohne Sinn bleiben, 
wenn die Hülfs- Wahrscheinlichkeiten 4, w nicht ebenfalls zwischen den 
Grenzen O0 und 1 enthalten wären, und es ist klar, dafs mit diesen le/zten 
Bedingungen auch zugleich die ersten erfüllt werden müssen. Es kommt daher 
nur darauf an, die Bedingungen aufzustellen, welche ausdrücken, dafs A, u 
nicht aufserhalb der genannten Grenzen liegen. Dies ist leicht, da man die 
Werihe von 4, « aus den Gleichungen (1.) erhält, wenn man in ihnen für « 
den in (2.) gefundenen Ausdruck substituirt. Bei dieser Untersuchung kommt 
man auf die folgenden Gleichungen: 


oo = (1— Ra + 0oß + op — Py) + 4a(1— a) 1— P)(1—p) 
A—2ß+ aß — ap Bgy° +4B— B)A—e)(1—g) 
— (1—-oß+ap— BP’ — Aeli— P)(p — Pg) 
— (1 aß — ap +Pg) — 4Pll—a)(y— ap). 


\ 


Aus den beiden ersten Formen für 00 geht hervor, dafs es keiner 
besondern Bedingung für die Realität von o bedarf. Setzt man aber die Formen 
in Verbindung mit den Forderungen für A, u, so ergiebt sich, dals in dem 
Ausdrucke (2.) für « stets die posöfeve Quadratwurzel für og genommen werden 
mufs. Vergleicht man endlich die beiden letzten Formen für oe mit den For- 
derungen für A und «, so erhält man, als die einzigen nothwendig erfor- 
derlichen, aber auch vollständig genügenden Bedingungen, dafs die beiden 
Differenzen 

(3) p—-Py und g—op 
nicht negativ. sein dürfen. 


Wenn man also, um ein Beispiel zu der Aufgabe zu geben, für «, /, 
pP, 4 vier beliebige Zahlen innerhalb der Grenzen O0 und 1 angenommen hat, 
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so mufs man erst untersuchen, ob sie den beiden Bedingungen in (3.) Genüge 
leisten. Beiläufig bemerkt, kann man bei einer solchen willkürlichen Wahl 
eben so oft ein widersinniges Beispiel wie ein passendes treffen; denn der 


Werth des vierfachen Integrals SJJ Je dBayag ist = 1, wenn man die 


Integrationen über alle Werthe der Veränderlichen zwischen O0 und 1 aus- 
dehnt: dagegen = #4, wenn man diejenigen Werthe ausschliefst, welche den 
Bedingungen (3.) nicht Genüge leisten. Man kann sich hiervon auch leicht 
durch geometrische Betrachtungen überzeugen. 

In dem von Boole untersuchten Falle „== 0 reduciren sich die Be- 
dingungen (3.) auf @&p=0; dann wird o—=1—aPß, und folglich « — 0: 
ganz in Übereinstimmung mit den obigen Resultaten. Auch der Fall « — 0 
ist von Interesse. Dann ist og =1—/g, und folglich « = /g ollenbar das 
richtige Resultat. Hierbei ist natürlich « von y unabhängig, und dennoch bleibt 
die Bedingung »p — Py — 0 in voller Kraft, und obgleich zur Bestimmung von u 
auf den Werth von p» gar kein Gewicht fällt, so wäre es doch widersinnig. 
die Wahrscheinlichkeit » des Ereignisses unfer der Annahme, dafs die Ur- 
sache A zur Wirkung gelangt, kleiner als die Wahrscheinlichkeit 5y anzu- 
nehmen, wenn auch diese Annahme durch die Bestimmung « = 0 factisch 
verboten ist. Und mit dieser Bemerkung. die, wie ich glaube, dazu geeignet 
ist. auf die Eigenthümlichkeit dieser Art von Aufgaben ein frappantes Licht 
zu werfen, will ich meine Betrachtungen abbrechen. 


Götlingen,. 22. Juli 1854. 





20. 


Eın Satz aus der Theorie der dreiaxigen 
Coordinatensysteme. 


(Von Herrn Dr. phil. Dedekind zu Göttingen.) 





7 . +. r 14 > r . . . . 

W enn die Winkel YOZ, ZOX, XOY eines dreiaxigen Coordi- 
nalensystems durch «, d, ce bezeichnet werden, so wird der convexe Winkel w 
zwischen zwei beliebigen Richtungen OM und OM’ durch folgende Gleichung 


bestimmt: 


! ja’ sin a’ PP" sin b’ + yy' sin e’+ (Py'+ yP’)(cosbeosc— cosa) 


(1 — Deosw, 


I-+-(ya'-+oy')(cosecosa— cosb)+(aP'-+ Pa )(cosacosb—cose) 
in welcher «, , y die Cosinus der concaven Winkel MOX, MOY, MOZ, 
eben so «', P', y' die Cosinus der concaven Winkel MOX, M'OY, M'0Z 


sind, und Z) folgende Bedeutung hat: 


(2.) D = 1— cosa?’ — cosd* — cosc”+2cosacosbcose. 


Dieser bekannte Satz schliefst den andern ein, dafs drei solche Richtungs- 
Gosinus, wie «, P, y, stets der Bedingung 


(wasin a’ + AP sind’ + yy sine” + 27 (cosb cosc — C084) 


(3.) =D 


I 4 2ya (cose cosa — cosb) + 2a (cosacosb — coSe) 
(renüge leisten müssen. 
Ist das Coordinatensystem rechtwinklig, so gehen die Gleichungen (1.) 
und (3.) in die beiden folgenden über: 
ac’ +- BP +yy' = cosw, 
oa+PP+yy —=1. 
Um daher auszudrücken, dafs dann die drei Linien OM, OM', OM” ein 
„weites rechtwinkliges Coordinatensystem bilden, sind folgende sechs Glei- 
chungen nöthig: 
ca + PP+yy = da PPfryy—=0; 
(4.) a + BP Hyy—i; Ma-ı-Pip-+y'y—=0; 
RR Hy"—l; aa BP + yr—0. 











20. Dedekind, uber Coordinatensysteme. 273 


Sie sind auch Aenreichend zu diesem Zweck, wenn angenommen wird, dafs 
das erste System rechtwinklig set. 


Der in der Überschrift angekündigte Satz besteht nun darin, dafs diese 
letztere Beschränkung weggelassen werden darf, indem die Gleichungen (4.) 
unzweifelhaft ausdrücken, dafs beide Systeme durchaus rechtwinklig sein 
müssen. Der Beweis dieses merkwürdigen Theorems bildet den Gegenstand 
des gegenwärtigen Aufsatzes. 

Zunächst mögen hier ohne weitern Beweis die bekannten Folgerungen 
aus den Gleichungen (4.) Platz finden; nämlich: 

cat" te" —1; Py+Pßy-+P"r" —=0; 
5) SAP+PEHRP=1; yatya+y'd'—0; 
mtr try =: aß+aß ta" —0; 
und 
Ar Pr=en; Yyi—yW—=eEeß; AP" — a} —=ey; 
(6.) !PBy—Py" eo; yla—ya'=eß; a" —aß" —ey'; 
By — Pr ed"; ya ya —=epß"; af— aß ey"; 
wo bekanntlich ge —= 1 ist. 


Die ternäre quadratische Form 
F = 2 - yy+2z2+42yzcosa+2zrcosb+2zycose, 


(welche bekanntlich das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punctes (xyz) 
von dem Nullpuncte O des Coordinatensystems OXYZ ausdrückt) hat zur 
Determinante den oben (2.) mit D bezeichneten Ausdruck (das Quadrat des 
Volumens des von den drei Axen 0X = 0Y—=0Z==1 als Kanten gebil- 
deten Parallelepipedums), und zur adjungirten Form: 


F, = zzsina-+yysinb’+22sine’+?2yz(cosd cose — cosa) 
+2 22 (cosccosa — cosb) + 2xy (cosa cosb — c0Sc). 
Es ist dann bekanntlich die Determinante von F} das Quadrat der von F\, 
also =DD, und die adjungirte Form F, von F, ist = DE. 
Wenn man folgende Bezeichnung einführt: 
xx sina’ + yy'sind’ + 22’ sine’ +(yz’+ zy’)(cosb cose — cosu) 
+(22' +22’) (cose cos a — cosb) + (zy'+yx')(cosa cosb — cose) 


u F T, Y> 2 
- 1 ’ ’ ı ]? 
L, y z 4 
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so ist aus der Theorie der ternären Formen weiter bekannt. dafs 


/ 2 
er All se 
g 1 x", y' z' 
y, 220° — 22, cy' — yı 
’ ur ’ NER u, 
1" —ız, 2y' —yr 
also im gegenwärligen Falle 


(71. a | 
# 


3’ — zy'\, sr’ — ız, y' —ye 
yz'’— zy', 22’ — ız', aa 
ist. 

Nach diesen Vorbemerkungen ist es nun leicht, den obigen Satz zu 
beweisen. QÄYZ sei das eine Coordinatensystem mit den Winkeln «, b, c; 
OMM'M" das andere mit den Winkeln ın, m’, m’. OM bilde mit den drei 
Axen OA, OY, OZ Winkel, deren Cosinus ©, ?, y u. s. w. sind. Dann 


finden folgende sechs Gleichungen Statt: 


f ' ) ' Z 
0 A 0 

y ’ 3 y » I’» Y 2 

F' ( wer 4 D; F\, ( u.) Yen: D ; 1 ( " 
0%, PP 7 0, P,»Y & 


Pe DaB | DRPR. a a" y" 

4 a 3 ı .un 

(3.) \ F' ( "on ka D eos; F\, 3 ) 
es a, Ps» 7 


) — Deosm”, 


welche allgemein die Beziehung zwischen irgend zwei dreiaxigen Coordinaten- 
systemen ausdrücken. Wenn nun aber aufserdem die Gleichungen (4.), und 
folglich auch die (5. und 6.) gelten, so erhält man durch Addition der drei 
ersten Gleichungen in (8.): 

(9)  sina’ + sind’— sine —= 3D. 


Ferner ergiebt sich aus dem in (7.) enthaltenen Theorem: 


[ &% P; rü y a, P, y pi [%5 ß; Y ; 
r(e P; & Re PB; )) r(% ß',; )) 
— By, ya—y'a, en _D Fir eß", vn 


}) eu", & 4 ey" 


Yv—Py ya—ya, aß'— aß 


DD— DDecosm'" 
D(a"a" + PP" +y"y" +2P"y" cosa+2y"a"cosb-+2u"ß" cosc), 
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142 Py cosa-2ya cosb+2.«/ cose; 


142 P'y'cosa+2y'«' cosb-+2«'' cosc; 


Dsin m’ 
D sin m” 
Dsinm"— 1+2[P"y" cosa+ 27" cosb 4-2" cosc; 


\ 


\ 


und hieraus durch Addition: 
D‘sinm -- sin m” +4 sinm””) — 93. 
Vergleicht man diese Relation mit der in (9.) enthaltenen, so ergiebt sich 
‚sin @’ -- sind’ -+- sin. c’) (sin m’ — sinn" —- sin a”) —= 3.9. 
und hieraus 
sin«’ —= siub’ — sine’ = sin m’ — sinn” — sinm”” —1: 


d. h. alle sechs Coordinatenwinkel müssen rechte Winkel sein. 






Bei diesem Beweise wurde natürlich vorausgesetzt. dafs 3 von Null 


verschieden sei, d.h. dafs OX, OY, 0Z nicht in einer Ebene enthalten sind. 


Göllingen, 15. Juli 1854. 








L vg ne 
2 


Y, 
- 


> 
| 


9 
22 


Druckfehler im 2ten Heft A49ien Bandes. 


Au bieu de lisez 
22 — 03,3) (%,U, — U,t,) En nt, +0110,U, + nn Un 
u, + U,u, uu =uu, 
a zero a P’unite absolue 
(2b — yu) (wb— ya), x*’+y” etant egal A l’unite absolue 
0= un, = uu, 














21. 


Sept differents memoires d’analyse. 
(Par Mr. A. Cayley a Londres.) 


Ne. 1. 


Reponse a une question proposee par M. Steiner. 
(Aufgabe 4. t. 31. p. 90.) 


En partant des deux theoremes: 

I. Qu’il existe au moins une surface du second ordre qui touche neuf plans 
donnes quelconques; 

Il. Que le lieu d’intersection de trois plans rectangles qui touchent une 
surface du second ordre est une sphere concentrique avec la surface, 
tandis que pour le paraboloide cette sphere se reduit a un plan, 

M.. Steiner suppose le cas d’un parallelepipede rectangle, ou meme d’un 
cube P et d’un point quelconque D, par lequel passent trois plans rectangles. 
Les six plans du parallelepipede P et les trois plans passant par le point D 
seront touches d’une surface # du second ordre (I.), et les huit angles E 
du parallelepipede P et le point D doivent donc se trouver tous les neuf 
sur la surface d’une sphere, oa dans un plan (Il.). Les huits angles E& sont 
en effet situes sur la surface d’une sphere, determinee par eux; mais le point D 
etant arbitraire, ce point en general ne sera pas situe sur cette surface spherique. 
de maniere que les neuf points 8E et D ne seront situes, ni dans une surface 
spherique, ni dans un plan; ce qui ne s’accorde pas avec le theoreme 11. 
Cela etant, M. Steiner dit, qu’il y a ä prouver que la contradiction n’est qu’ap- 
parente et que tout cela n’affaiblit pas la validite generale des deux theoremes. 


Il s’agit de savoir ce que devient dans le cas suppose par M. Steiner 
la surface du second ordre qui touche les six plans du parallelepipede P et 
les trois plans qui passent par le point D. Cette surface sera en effet da 
conique selon laquelle linfin, considere comme plan, est coupe par un 
cöne determine, pres la position du sommetl. En effet, menons par un point 
quelconque de l’espace trois plans paralleles aux plans du parallelepipede P, 
et par le point D trois autres plans paralleles a ces plans. Ces six plans 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd.L. Heft 4. 36 
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seront touches (en vertu d’un theoreme connu) par un cöne determine du second 
ordre, et on peut dire que ce cöne, quelle que soit la position de son sommet, 
rencontre l’infini considere comme plan, dans une seule et m&me conique (cela 
n’est en effet autre chose que de dire que deux droites paralleles rencontrent 
l’infini, considere comme plan, dans un seul et m&me point). Le cöne dont 
il s’agit aura la propriete d’etre touche par une infinite de systemes de trois 
plans rectangles. En effet: le plan passant par le sommet, et perpendiculaire 
a la droite d’intersection de deux plans tangents quelconques. sera un plan 
tangent le cöne; les plans d’un tel systeme seront aussi des plans tangents 
la conique mentionnee ei-dessus: donc le sommet du cöne sera le point d’in- 
tersection de trois plans rectangles de la conique; et ce sommet &etant un point 
entierement indetermine, le lieu de lintersection des trois plans tangents 
rectangles de la conique, sera de m@me absolument indetermine, ou si l’on 
veul, ce lieu sera l’espace entier aux points pres, a une distance infinie. La 
contradietion apparente dont M. Steiner parle, a par consequent son origine 
dans l’indetermination qui a lieu dans le cas dont il s’agit. Dans tout autre 


cas, le point d’intersection des trois plans rectangles de la surface du second 
ordre est parfaitement determine, et les theoremes I. et II. sont tous deux 


leeitimes. 





No. %. 
Sur un theoreme de M. Schläfk. 


On lit dans ($.13) d’un memoire tres interessant de M. Schläfl 
intitule „Über die Resultante eines Systems mehrerer algebraischer Gleichungen” 
(Möm. de l’Acad. de Vienne t. IV) un tres beau theoreme sur les Hesultants. 

Pour faire voir plus clairement en quoi consiste ce theoreme, je prends 
un cas parliculier. Soit 

U — ax’ +3b2’y+3coy’ + dy’ — (a, b, ec, d)(z, y)‘, 
V=or2Pxcy +yy — (a, B,y)(2,Y)". 
Je fas py= €, y=xıy, r=y‘, et je forme les operateurs 
A 0 +400,, 
B 50,-+4n0.+ 50a; 
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qui. operant sur U, donnent 
z(p&+gn+ rd); y(ps-+gm+rö). 
L’operateur 


& ne So +. 


BR 
u 
5) 


ns 


De 


operant sur V, donne 
ps qm rZ. 
Cela etant, soit 90 le resultant des equations ÜU=0, V —0, 
c’est a dire l’equation que l’on obtient en eliminant z, y entre les @quations 


U—=0, V—=0, ou autrement dit, soit @ le resultant des fonctions U, V 
Pour fixer les idees j’ecris la valeur de ce resultant comme suit: 
pe a, 3b, 3c, d 
a, 3b, 3c, d 
0, 2, Y 
0, 2B, Y 
0, 2P, Y 








Je suppose que les operateurs A, B, E operent sur le resultant 9, ce qui 
donne les fonctions 


Ay, By, Ep, 


ou en ecrivant pour YA. B, CE leurs valeurs: 


— 4 S 


en un LIT N 

S0a4 370,350.) 9; 
[nn N 1 en in en \ 

0,7 370.4 5049; 


A 
I 


= 
Sn 


( 
( 0.+n0; + 50,)@; 


et en considerant ces expressions comme des fonclions de 5, », &, jen forme 


Un 


le resultant &, savoir 








BER N) N ' L7 
P=| 0.9 309 30.9 
30:9, 30.9, Cup 

OP; 40:9, 0, 


Ce resultant D contiendra le carre de g comme facleur; c'est ce qui donne 
dans le cas particulier dont il s’agit, le theoreme de M. Schläfl. 


Generalement, en supposant que l’on ait autant de fonctions U, V,W,... 
que d’indeterminees x, y, 2, ... on peut supposer que p, 4, ... soient des 
monömes x, y”, 2", ... du meme degre 4 (il n’est pas necessaire d’avoir 
la serie entiere de ces monömes), et on peut former des operateurs U, B, etc. 
36 * 
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en m&me nombre que celui des monömes p, 9, ... ou les indeterminees $, n, .... 
tels que ces operateurs A, B, ..., operant sur les fonclions U, V, W,.... 
(chacun sur la fonetion a l’aquelle il appartient) donnent /(pS-+yn ...,*, 
!(pS-+gn...)"; ete.. /, ' etant des monömes de la forme a’y* 2’, 

Cela etant, soit p le resultant des fonctions U, V,W,... En ope- 
rant sur ce resultant g avec les operateurs A, B.... et en formant ainsi 
les fonctions Ay, By, ... soit & le resultant de ces expressions considerees 
comme des fonctions de &, n, etc. # contiendra une puissance de g comme 


facteur, et en supposant que « ne soit plus petit qu’aucun autre des indices 





st T | . . . 
Bl, n=u,.. dd — -+-—-- +++, Findice de cette puissance sera 
uw 
5 7 r . x ° . ’ r Y .. ® 
au moins o— —- Voila le iheoreme general de M. Schläft:. 
u 


l.a demonstration donnee dans le memoire cite, est, on ne peut plus 
simple et elegante. Elle repose d’abord sur un theoreme connu (demontre 
au reste $. 6) qui peut etre Eenonce ainsi. Savoir, en supposant que les 
equations ÜU—0, V—=0,... soient satisfaites, on aura (pres un facteur 
independant de 5, 7, ...): 


Ay—=tpstm N By—lkpstgn.)", ee. 
Puis, elle est fondee sur le theoreme demontre ($. 12), savoir: le resultant 
des fonctions 


E(ps-+gn...)"+-f(5;n:...) 

Ir 1 \ut 7} = 

{ (Ps w qn N 4f (5, n ic 
(ou f, f', ... sont des polynömes de degres u, w, ... en $, n, eltc., et 
Ps 43 ++: £, l, ... des constantes quelconques) sera, en supposant que u 


ne soit plus petit qu’aucun autre des indices u, w, ... et en posant n — uu'..., 
P} IT » [2 * . 
tout au plus du degre — par rapport aux quantites #, Ü, etc. Voici cette 
u 


demonstration,. qui suppose aussi que le resultant p soit ndecomposable. 
Supposons que les coefficients de U, V, W, ... soient assujetis a la seule 
condition d’elre tels que le resultant y soit un infiniment petit du premier 
ordre, il sera permis de supposer que tous ces coeflicients des indeterminees 
2, Y, ... ne diflerent des valeurs qui satisfont aux &quations Ü—=0, V —0, 
»—0, que par des incremenis infiniment petits du premier ordre; le resul- 
iant y sera un inliniment petit du premier ordre, mais toute autre fonction 


des coefficients, a moins qu’elle ne conlienne une puissance de y comme 





FE 
E23 
Sr 
E 
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facteur, aura une valeur finie, et toute fonction des coefficients infiniment 
petite de l’ordre % contiendra p' comme facteur. Dans cette supposition 
les &quations Ay = 0, By=—0, etc. deviendront: 


pers.) 0 
!lps+gn.+fl&n...) = 0, 
ou f, f, ... sont des polynömes de degres u, w, ... dont les coefficients 
sont des infiniment pelits du premier ordre. _ En supposant toujours que 4 
ne soit plus petit qu’aucun autre des indices u, w,... et en posant n— uw ..., 


o=.+%7 ..., je resultant & du systeme sera tout au plus du degre = 
par rapport aux quantites finies /, Ü, ... Le degre par rapport ä tous les 
coefficients est 0; le degr& par rapport aux coefficients de f, f', ... sera 


done au moins Ra c’est ä dire, ce r6sultant sera un infiniment petit de 


0—TT: u 


nz 
l’ordre hr a enfin, D contiendra comme facteur. Or les coel- 


ficients de U, V, W, ... (assujetis a la seule condition ci-dessus mentionnee) 
etant d’ailleurs arbitraires, on voit sans peine qu’il est permis de faire ab- 
straction de la condition, et que D contiendra en general cette mäme puis- 


rt: u 


sance p comme facteur; ce qu’il y avait a demontrer. 


TE: u 


Rien n’empeche que $& ne contienne une plus haute puissance que p 
comme facteur, ou que PD ne s’&vanouisse identiquement. On peut meme 
assigner de plus pres que l’a fait M. Schläfli, des cas ou & s’evanouit iden- 
tiquement. Soient m, m’, m", ... les degres de U, V, W,... par rapport 


Er EN FR NH p p un . 
IE. au..., = tot y sera du degre —- 
par rapport aux coefficients de U. Soient aussi w,, w,. ... les degres de 
celles des fonctions Ay, BY, ..., pour lesquelles les operateurs A, B,... 


contiennent des differentielles par rapport aux coefficients de U, o—= er 4 = .: 
U u 


pour ces fonclions les coefficients seront du degre #—1 par rapport aux 
m 


coefficients de U; pour les autres ils seront du degre . P sera done du 


degre F1)e+206-09= #0, par rapport aux coefficients de U, 


et D— yp’”'? sera du degre a ne c’est a dire du degre 
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» st . A 
#.Z_ —o par rapport aux coefficients de U. De meme, en supposant que 
m U 
les letires m’, 0’, ... aient rapport a V etc, &--g°”'* sera du degre 
p nn 


—.— — go’ etc. par rapport aux coefficients de V etc. Si l’un quelconque des 
st ı ‚ . . . . 
nombres 2 — 0, IEER etc. est negabf, et a plus forte raison, si 


zı . . r en . 
leur somme s-—— 0 est negalwe, P doit s’evanouir identiquement. En par- 


ticulier. en supposant que le nombre des fonctions Ay.Byp... (c’est a dire 
2) r ” ' . ” gt 

le nombre des indetermines 5, 7, ...) soit v, on aura 0 >v—, et par cette 
u 


raison $ s’evanouira identiquement si A , est negatif, c’est a dire si 


— 


v>0o. ‚Je ne parlerai pas ici des cas examines par M. Schläfli, ou $ con- 
tient comme facteur une plus haute puissance que g":", 





No. 3. 


Remarques sur la notation des fonctions algebriques. 


Je me sers de la notation 


/ 
Ü, BE Y> 
! Al} 
0, P, Yv, 
„ 


ü , 9", y", ... 
| 





pour representer ce que j’appelle une mafrice; savoir un sysieme de quan- 
tites rangees en forme de carre, mais d’ailleurs tout a fait iendependantes (je ne 
parle pas ici des matrices rectangulaires). Cette notation me parait tres 
commode pour la theorie des equations lineasres; j’ecris par ex: 


ZUR 0, ß, Vo 2, Y,®...) 














ae 
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pour representer le systeme des @quations 


g=ar +ßPy +y2 ... 
n = «cr +ßy-+yz... 
= W"etß"ytr"z... 


On obtient par la l’equation: 


(2,Y,%...) = (lo, ß; 7> + Ken, 
ae RE ARE 
a”, B”, y", wu 


* ” 








qui represente le systeme d’equations qui donne z, y, 2, ... en termes de 
5,0, &, ..., et on se trouve ainsi conduit ä la notation 


0, P; 7» ode 
a 
a”, P", y", 








de la matrice znverse. Les termes de cette matrice sont des fractions, ayant 
pour denominateur commun le determinant form& avec les termes de la 
matrice originale; les numerateurs sont les determinants mineurs formes avec 
les termes de cette möme matrice en supprimant l’une quelconque des lignes 
et l’une quelconque des colonnes. 


Soit encore 


(2%. ) ale A, 8 |, y 2...) 








on peut Ecrire: 


(5, N3 C) _. ( 
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et l’on parvient ainsi a lidee d’une mafrice composee. var ex. 
p pP 


u... u 
' ! ! ' ! 
: 1» N A Ar 
a", gg y a, u ec 














On voit d’abord que la valeur de cette matrice composee est 


/ or 
(a, 7 
\ 


} 


! 
u, 


Mr 


' / ' n 
7 ...)\4,0,A ... 


/& 
I\® 5 | 


/ \/ " I % 1 2 
ou (a,ß,Y...)(a,a,a"..)=0oa+Pa-+ya”- --- 


a, 0,0". (0 Bay :-)l6, 
ee 


b',b" ...), 
5," ...), 





Il faut faire altention dans 


la composition des matrices, de combiner les Öögnes de la matrice ä gauche 
avec les colonnes de la matrice a droite, pour former les Äynes de la ma- 


trice composee. Il y aurait bien des choses ä 


dire sur cette theorie des 


matrices, laquelle doit, il me semble, pr&ceder la theorie des Determinants. 


Une notation semblable peut eire employ6e d 


ans la theorie des fonctions 








quadratiques. En effet, on peut denoter par 
Üd, ß, 4 (59 G)(z, Y> z) 
4 a’ A ! 
U $) f > 4 u 
1 Dt „ 
I 
la fonction Aneo-Tineaire 
(054 Pn+ yS...)e 
' 2 A); 15 5 
+(@5+ Pn+ rd...) 
"z._| ar. _|..N% 
+(@$+P'n+r"S...)2 
ei dela par » 
ah,g. (2,32...) 
RE WR 4 
9: he -. 








la fonction quadratiıque 
ax +by° + cz? +2fyz + 2yzr + R2hry ... 
que je represente aussi par 


(a,d,0..h,gGh%.. .)(z; Er). 
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Je remarque qu’en general je represente une fonction rationnelle et 
integrale, homogene et des degres m, m’, etc. par rapport aux indetermines 
x, y, etc., x’, y', etc. de la maniere suivante: 


Ya)". .) 
Une fonction rationnelle et integrale, homogene et du degre m par rappori 
aux deux indetermines 2, y sera donc representee par 


(vw, y)". 
En introduisant dans cette notalion les coefficients, j’ecris par ex. 
(a,b, c, d)(x, y)’ 
pour representer la fonction 
ax’ +3bx’y + 3cxry’ + dy’, 
tandis que je me sers de la notation 
(a,b, e, d)(®, y) 
pour representer la fonction 
ax’ +-bx’y +cay’-+dy, 
et de m&me pour les foncltions d’un degr&e quelconque. J’ai trouve cette 
distinction tres commode. 





No. 4. 


Note sur les covariants d’une fonction quadratique, cubique, ou 
biquadratique a deux indeterminees. 


La theorie d’une fonction a deux indeterminees d’un degre quel- 
conque, par ex. = 
621672 7% 
depend du systeme des covariants de la fonclion, qui est cense de contenir 
la fonction elle meme. 
Pour une fonction yuadratique le systeme de covariants est 

(a, b, c)(®, Y„ 

ac —b. 
Crelle’s Journal f.d.M. Bd. L. Heft 4. 
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Pour la fonction cubique, le systeme est 
(a,b, c, d)(z, Y), 
(ac —b', ada— be, bd— cd)(x,Y)”, 
— a d--3ube— 2b’, —abd-—-2ac—b'c, aad— 2b’d--be’, al’ —3bed+2e)(x,y). 
— « E-+ babed — dac! — 4b’d-+ 30’. 
Ces fonctions qui, en supposant qu’on les represente par U, H, $, DT, salis- 
font identiquement a l’equalion 
pP DU’ = —4HM". 
Pour la fonction biquadratique, le systeme est 
(a,b,c,d, e)(x, Y), 
ae — Abd--3c, 
(ac — b’, 2ad — 2be, ae -+ 2bd — 3c’, 2be — 2cd, ce — d’)(x,y)*. 
ace -—-2bed — ad’ — be — ce’, 
— a d--3abe— 2b’, 
— ae —R2abd + Iac! — 6b’ec, 
— 5abe + 15acd— 10b’d, 
( + 10a°d— 10e, (2,Y), 
+5ade-+10b#°—15bece, | 
ae? + 2bde— Ic’e 1 6cd’, 
+ be — 3cde-—- 24, 


et ces fonclions, en supposant qu’on les represente par U, 1, H,J, &, satis- 





[ont idenliquement a l’equation 
JU’— IU’H--4H’ — - &#‘. 
J’ajoute a ce systeme la fonction 
—27I — de —12abde — 1Sace + 5Aa’cd’e — Xa’d 

1 54ab?ce® — bab’d’e —1S0abe’de -—- 108abed’ + S1uac}e 
— 5dacd’ — I7b*e? — 64b’d’ + 108b’cde — 546’c’e 
+36b’c’d?, 

qui est le diseriminant de la fonction biquadratique. 


Pour donner une application de ces formules, soit propose de resoudre 
une equation quadratique, cubique ou biquadralique, ou autrement dit: de 
trouver un facleur lineaire de la fonction quadratique, cubique ou biquadratique. 
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Il est assez singulier que pour la fonction quadratique la solution est 
en quelque sorte plus compliquee que pour les deux autres. En effet, il 
n’existe pas de solution symetrique, a moins qu’on n’introduise des quanlites 
arbitraires et superflues; savoir, on trouve pour facteur lineaire de (a,b, ce), y) 
expression 

(a,b, co, Be, y)+y—-DO(Pr—oey), 
oü (a,b, c)(e, A)a,y) denote aox —b(ey-+Px)-+cPy. 

Pour la fonction eubique, l’equation ®-+-DU’— —4H° fait voir 
que les deux fonctions P-Uy-üO, P— Uy—-U sont l’une et l’autre des 
cubes parfaits. L’expression 

YCHB+UY-D)-YG(B—- Uy-D)) 
sera done une fonction lineaire de X, y; et puisque cette fonction s’evanouit 
pour U=0, elle ne sera autre chose que l’un des facteurs lineaires de 
(a, b,c, dx, y). 
Pour la fonction dbzyquadratique, en partant de l’equation 


JU’—- IUH-4H' — — #, 
jeecris 
& 
Ar pr 
et je mets l’equation sous la forme 
(1,0, —M, M)(IH, JU} — —ıTP’®#. 


Donc, en supposant que ®,, ®,. ®, soient les racines de l’&quation 
(1,0, —M, M)(o, 1)’ = 0, 

ou plus simplement de l’&quation h 

© — Mo —1) = 0, 
ces expressions JH—o,JU, IH— o,JU, IH— oJÜU seront toutes trois 
des carres de fonctions quadratiques. L’expression 
(©, —©o,)f IH —o,JU)--(@, —@,)yIH—o,JU)--(@, —@®,) yIH—o,JU) 
sera donc une fonction quadratique, et on voit sans peine qu’elle sera le carre 
d’une fonction lineaire. Or cette expression s’evanouit pour ÜU—0; donc 
ce sera precisement le carr& de l’un quelconque des facteurs lineaires de 
(a,b,c,d,e)(x,y)‘. L’equation identique pour les covariants d’une fonction 
biquadratique donne lieu aussi (remarque que je dois a M. Hermite) a une 
transformation tres elegante de !entegrale elliptique / de -+- Y(a,b,c,d, e)(2,1)). 





37 * 











288 21. Cayley, sept difjerents memoires d’analyse. 


No. 3. 
Sur la transformation d’une fonction quadratique en elle m&me 
par des substitutions lineaires. 
Il s’agit de trouver les transformations lineaires d’une fonction quadra- 
tique (% )(x,y, 2...) en elle möme, c’est ä dire de trouver pour (2, Y,%...) 
des fonctions lineaires de x, Y, 2, ... telles que 
(LE. ee (ehe 
En representant la fonction quadratique par 
Veh ele, u, 4...) 
u 
gb © 








la solution qu’a donnee M. Hermite de ce probleme peut &tre resumee dans 
la seule equation 


(2,Y,%..) = 


a,h,g .»- a, h—v,g-+u...|| a, h4v,9—u ...|"!|a, A, 9 ...))(&,y2 ...), 
h,b, f..| ıhtv, db, fh..ıh—r, bb, Hal. Ib, f... 


she. y-mfıh ©... fh © |) IHhe... 


Fi 


























ou 4, 4, v, ... sont des quantites quelconques. 

En effet, pour d&montrer que celä est une solution, on n’a qu’a re- 
produire dans un ordre inverse le proced& de M. Hermite. En introduisant 
les quantites auxiliaires ($,27,&...), on peut remplacer l’equation par les deux 














equations 

a,h,g jan8. —- a, h-Äv, g—u sen 
u 2 h—v, bs ff 

9 he dr g+u, fh € 

d, h, I (©, Y,*% ) Em a, h—rv, gu (&, UE 5 / 
h,b, f h+v, db fh 

9 he 9 fth € 

ei ee ee 























E 
4 
; 
2 
& 
5 
3 
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qui donnent tout de suite d’abord 
(0), Y> (be 7» G...) = (0) N; B+..); 
et puis 
ce +x=2, yIy=?2n, z+2=2, etc. 
On obtient par la: 
VRY2. 2 = VIER, MY Ü—ı2,...) 
— 410) 5-0 EN: BY %---) 
TO)IEN Le), 
c’esi a dire l’&quation 
VRR 2 eV Er 
qu’il s’agissait de verifier. 
Je remarque que la transformation est toujours propre. En effet, le 
determinant de transformation est 


—1 


a,h,g... a, hr, y+u ...|| a, Atv,g—u... "la 4 g... 
h,b, f...| (AHHv, 5b, fh..|d, b fta..| Ik,b,f... 
she .-.| I Fu ec. f, ec ..| | he... 


























Or les determinants qui entrent dans les deux termes moyens, ne contiennent 
l’un ou l’autre que les puissances paeres de }, u, v, ... Donc ces deux 
determinants sont egaux, et les quatre termes du produit sont reczproques 
deux a deux; le determinant de transformation est donc -+1, et la transformation 
est juste. 


Pour obtenir une transformation ?mpropre, il faut considerer une 
fonction quadratique qui contient outre les indetermines x, Y, 2, ... une in- 
determinee #, et puis reduire a zero les coeflicients de tous les termes dans 
lesquels entre cette indeterminee 6. Les valeurs de x, y, zZ, ... ne con- 
tiendront pas 9, et en reprösentant par 9 l’indeterminee, il faut l’ajouter ä 
la suite x, y, Z, ... La valeur de 9 sera, comme on voit sans peine, 
= —6#; le döeterminant de transformation pour la forme aux indeterminees 
2%, Y, 2%, ... 0 sera +1, et ce determinant sera le produit du determinant 
de transformation pour la forme aux indeterminees x, y, 2, ... multiplie 
par —1. Le determinant de transformation pour la forme aux indeterminees 
%, Y, 2% ... sera donc —1, c’est a dire, la transformation sera impropre. 
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Au lieu de la formule de transformation ei-dessus, on peut se servir 


des formules 


Era, au TE EDDIE TED 
h—rv, b, [+4 ... h, b, PAx:i} 


1) 
y-+u, I—4, € ... I; f; IRRE 














x—= 3: — z, y=2n7n—y, 2ı=%Ü—z, 
Par exemple. en supposant que la forme a transformer soit 
ax’ by’ --cz2°+ etc., 


on aura 


Na u Nfax,by,cz...) 








x—=d3i—H y=ıan-y, 23=%Ü—z, etc. 


de maniere qu’en posant 

















m GE Fun RR 

| . 

at b, I 

It, ih. c 

u 1 Y 
d, V, —Uu u: 2 k A, B, Ü FREE Ren 
——] , b, ). ... 4, B, Er .o. | 
| 
U, —/, c ..o. E, B', Ü'" ... | 
on aura 
S:, k ’ ai un ei 
+ A Pe, — k 2 Brei, 2B, 2C ... (ax, YEEXZ ...)4 
v 
k 
k 
" " „ 
24 ’ 2B 5) 2C ey ... 








ce qui est l’equation pour la transformation en elle m&me, propre a la fonction 
ax’ by? czx”—+etc. On en deduira, comme dans le cas general, la formule 














2 NEE NEE ER 


ei: 
| 
| 
{ 
i 
F 
; 
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pour la transformation impropre. On trouvera des observations sur cette for- 
mule dans le memoire „Recherches ulterieures sur les determinants gauches.” 
Je reviens a l’equation generale 


za 


\7 a SR tr BUREENT = 2 

HR YZ...) = (Y)m,y 2...) 
et je suppose seulement que x, Y, Z, ... soient des fonctions lineaires de 
2, Y, 2%, ... qui salisfont a cette equation sans ne contenir rien d’avanlage 
par rapport a la forme de la solution. Cela etant, je forme les fonctions 
sz, elc. oü s est une quantit@ quelconque, et 





lineaires x— sx, y—sy, 2 
je considere la fonclion 
(0)(& —SIL,Y—sy,2—8s2...), 
laquelle, en la developpant, devient 
(1-+5s°)(V )\(®, Y%..)—2s(\ )\(@, y,2 ET N 


Et en developpant de la m&me maniere la fonciion quadratique 


\/ 1 1 : 
()&-—2; Bo) Kama, u de . 
on obtient l’equation identique 


\e 


' 2 1 1 | \. 
(V)x—st, Y7sy,2—52,...), = ®.(0)a-—® ker A, Zu — u u . 


Soit I le determinant forme avec les coeflicients des fonctions lin@aires 
X—ST, Y—sy, 2—52, eic. En supposant que le nombre des indeterminees 
x, y, 2, etc. est n, U sera evidemment une fonction rationnelle et integrale 


du degre n par rapport a (s). Soit de m&me U’ le determinant forme avec 


* 1 1 I r * . * a 
les coeflicients de x — u Y=-Zy 17 —, eic., l’equation qui vient d’etre 
$ 


trouvee, donne D —=s”"D”, dest ä dire D=+s"D'. Cela fait voir que 
les coefficients du premier et du dernier terme du second, el de l’avant- 
dernier terme etc. sont egaux, aux signe pres. De plus, le coeffieient de la 
plus haute puissance s” est toujours +1, et on voil sans peine qu’en sup- 
posant d’abord que n soil ömpair, on a pour la transformation propre: 


OD = (1,P, ... P,1)(—s, 1)" 
et pour la transformation ömpropre 
0 = (1, —P,.... P, —1)(—s,1)": 


equation qui peut Etre changee en celle-ci: U = — (1,P,...P, 1)(8, 1)". Puis, 
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en supposant que n soit pair, on a pour la transformation propre: 
OD = (1, P,... P, 1)(—s, 1)" 
et pour la transformalion &npropre: 
dr. Bid, 
le coelficient moyen elant dans ce cas egal a zero. es iheoremes pour la 
forme du determinant des fonclions lineaires x— sr, Y—sy, 2—S2, ... sont 
düs a M. Herinite. 

Il y a a remarquer que la forme (oz, Y,2%...) est tout a fait in- 
determinde; c'est a dire, on suppose seulement que x, Y, Z, ... soient des 
fonctions lineaires de ©, Y, 2, ..., telles qui il y ait une forme - quadratique 
(O)(2,Y,2,...)” pour laquelle l’equation (0), v2. = (0), y,2...) 
est satisfaile. 

Je regarde d’un autre point de vue ce probleme de la transformation 
en elle meme, d’une fonction quadratique par des substitutions lineaires. Je 
suppose que X, y, z, etc. soient des fonctions lineaires donnees de x, y, 2, ... 
et je cherche une fonction -lineaire de x, y, 2, etc. qui, par la substitution 
dex. y, z, etc. au lieu de x, y, 2, etc. se transforme en elle meme; A un 


facteur pres. Soit (,m,n...)(, y,2...) cette fonclion lineaire, il faut que 


(l,m,n...)(X,Y,Z...) soit identiquement —=s.(l,m,n... (x °%,Y,% ...) OU, ce 
qui est la m&me chose, que en Y—sy, z—sz) soit =(0; 
c'est a dire, les quantiles /, m, N,... seront determinees par autant d’equations 
lineaires dont les coeflicients sont pr&cisement ceux dex— sr, Y—sy, 2— 52, etc.; 
done s sera determine si l’on rend egal a zero le determinant forme avec 
ces coelficients, et /, m, n, etc. se trouveront donnes rationnellement en termes 
de s. Celäa elant, je suppose que les racines de l’equation en s soient 

b, 6, .... et ces differentes racines corresponderont aux fonclions lineaires 


Xus Nas Xu -.. qui ont la propriete dont il s’agit. Soit (Oz, Y,%...) une 


fonetion quadraligue qui se transforme en elle m&me par la subslitution de 
y, 2, etc. au lieu de &, y, 2, etc. Cette fonction peut eire exprimee en 
fonetion quadratique de X,, X,, X., ete.; quanliles qui, en substituant x, y, z, etc. 
au lieu de z, y, 2, ... deviennent ax,, 0X,, (Xu «+» 
Je prends les cas d’une fonclion binaire, ternaire etc., et d’abord le 
cas d’une fonction binasre. 
En &crivant ( \(ay? —= (4, B, 0x, on doit obtenir identique- 
ment (4, B, C)(ux,, box,’ =(4,B, U)(x, X,), c’est a dire A(@ —1)=0, 
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B(ab —1)—=0, C(#®—1)—=0. Or la solution A=B=CÜ=0 ne signi- 
fiant rien, on ne peut salisfaire ä ces @qualions sans supposer des relations 
entre les quantitös a, d; et pour obtenir une solution dans laquelle la fonction 
quadratique ne se reduit ä un carre, il faut supposer, ou ab —-1—0, ou 
a-1—=0 et #”—1=0. Le premier cas est celui de la transformation 
propre. Il donne 


d—1, WR’ .X. 
Le second cas est celui de la transformation zmpropre. Il donne 
a—= 11,b= —1, (0), y} = mx}. 
En passant au cas d’une fonction Zernaire, soit 
v)®, Y» 2) Ran (A, B, C, F, G, H)(x. „ X),5> ur, 
On doit avoir identiquement 
(A, B, C, F\, G, 1) (aX,; bx,, ex.) vn. (4, B, C, F, G, H)(x. » Äb> x.) 
cest a dire A —1)=0, Bi —1)=0, C(® —1)=0, Flbe—1) =0, 
G(ca—1)=0, H{(ab —1)—0, et on voit que pour obtenir une solution dans 
laquelle la fonction quadratique ne se reduit pas A un carre, ou a une fonction 
de deux indetermines, il faut supposer par ex. «© —1=0, bse—1=0. On 
a donc dans le cas d’une fonction ternaire: 
“=1, Bel, (0)(®, y,2)” = I, +mx;X.. 
La transformation sera propre, ou impropre, selon ge a&=-+1 ou a = —1. 
Dans le cas d’une fonclion qualerna:re, on obtient pour la trans- 
formation propre: 
ab —=cd—1, (0), y,2,w) =Ix,x, + mX.Xa; 
et pour la transformation änpropre: 
a—=+1,db= —1, cd=1, (0)(&, Yy, 2, 0) = Ix, + mx, Nx.Xu. 
Dans le cas d’une fonction yuenaire on obtient 
a —1, be de—1, (Ole, Y,2,w, t) — Ix, 4 mx,X. + NX4X. 
et la transformation est propre ou impropre, selon ue =+1 ua=—1; 
et ainsi de suite. 
Cette methode a des difficultes dans le cas oü l’equation en (s) a des 


racines egales. Je n’entre pas ici dans ce sujet. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. L. Heft 4. 33 
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Dans les formules qu’on vient de trouver, on peut considerer les coef- 
ficients /, m etc. comme des quantites arbetraires. Mais en supposant que 
la fonction quadratique soit donnee, ces coefficients deviennent deterinines. 
On les trouvera par la formule suivante que je ne m’arräte pas ä demontrer. 

Soient «a, 5, y ete. les coeffieients de la fonction lineaire x,, «', P', y, ete. 
les coefficients de la fonetion lineaire x,. et ainsi de suite; alors,. dans les 


differentes formules qui viennent d’eire donnees, le coefficient d’un terme x, 


a droite sera 
— ik 





’ 


(T)(e, BY 
ei le coeflicient d’une terme x,x, a gauche sera 
—h 


+)(a, d,r...)(@, P',y'...) 








. 
) 


ou A denote le diserzmenant de la fonclion quadralique a gauche, et oü les 
coeläicients des fonetions quadraliques des d@enominalteurs sont les coefficients 
inverses de celle m&eme fonction quadratique a gauche *). 


L’applicalion de la methode a la forme binaire (a,d,c)(&,y)' donne 


lieu aux developpements suivanlis. 


SE Di gr 022 Bi Bi: _ r I Bi - g- / yo ru 
Jecris xv=ar-+Py, y=ye-+0dy et je represente par (,m)(x,Yy) 


une fonclion lineaire qui par cette substitution est transformee en elle meme, 
au facteur s pres. Nous aurons done 
‚yı | () u A » | a \ msi {1} N ey ” 
(I, m)(ax + Pa, yc--dy) = s(,m)(z,yY). 
L’equation pour (s) sera 
—s(d)+0)+-ad — Py =V. 
Gelle equation peut aussi eire Ecrile comme suit: 


Soient s’, s” les racines de cette @quation. (Il n’est a peine necessaire 
de remarquer que s’, s”, et plus bas P, Q, sont ici ce que dans les formules 


generales j’ai represente par a, db et x,, x,. De meme les equations o—=s's”, 
2 ı br r . 2 
0=s", 0=s obtenues apres, correspondent aux &quations ad —1, «—1, 





*) Je profite de cette occasion pour remarquer concernant ces recherches que les 
formules donndes dans la note sur les fonctions du second ordre (1.38. p. 105) pour 
les cas de trois et de quatre indetermines, sont exactes, mais que je m’etais trompe 
dans la forme generale du theoreme. 








$ 
# 
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#*—1.) On aua !+s"—=—d—e, ss’ = ad — ßy, et les coefficients /, m 
seront determines rationnellement par s. Mais on peut aussi delerminer ces 
coefficients par l’equation 


I:m — la-+my :Iß-+ md, 
qui peut &tre ecrite sous la forme 

(B,0d—a, —y)(l,m) —= 0, 
et en eliminant entre cette equation et l’equation Zx --my = O0 les quantites 
!, m, on voit que les fonctions lineaires ir-+ my sont les facteurs de la 
fonction quadratique (P,d — eo, —7)(y —x), ou, ce qui est la m&me chose. 


de la fonction quadratique 


\2 
} 


(d—a, — P)(a, Y). 


Je reprösente ces facteurs par P, Q et je remarque encore que 
l’equation en (s) aura des racines 6gales si 


da) -+4py — 0, 


et que dans ce cas, et exclusivement dans ce cas, les fonctions P, Q ne 
forment qu’une seule et möme fonction lineaire. 


Je suppose maintenant que la fonction (a, b, e)(z, y) se transforme 
en elle möme par la substitutiion ex +Py, ye-+-dy au lieu de x, y, ou, ce 
qui est ici plus commode, je suppose que les deux fonctions sont &gales, a un 
facteur pres, et j’ecris 

(a,b, c) oc +Py,yce+0dy) = ola,b, e)(z, Hr: 
En developpant cette @equation, on obtient 


x’ (a,b, c) (a? — 0, 2oy, y°) 
+2z2y(a,b,c\( of, + Py—o, yo); =. 
+ y’a,b,e)( P}, 2 po, > 
Voila trois equations lineaires pour determiner par les quanlites «@, ß, y, d, 


considerees comme donnees, les coefficients (a, 5, ce) de la fonction quadratique. 
Les coefficients de ces @qualions lineaires sont 


e—P; 207, Y'; 
oBß, d+HPy—e, yo, 
P°, 2p0, ?, 


Le systeme inverse par lequel on trouve les valeurs de a, db, c, est 


385 * 
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ad — Py) — (ad-+Py-+H)oto, — Pilad — Py)-+ aPo, 
— 270 (ad — Py)-+ Sn j ei — Pr (+ a)o- ER, 
v (ad — Py)+y’o; — ay (ad — Py)+yde, 
Pad — By) — Pro, 
-- 2a (ad — Py)-+2Pde, 
a (ad — By) — (ad + Py+a?)o +, 


le determinant, egal& a zero, donne 


(ed — By —E) {ad — By oO)’ —ola+0d)} — 
equation dont les ne sont 


- \ min a PA —— 1 f 


d;+t Ya — I -+-ApyP. 


" 


| 
En comparant ces valeurs avec celles de s’, s’, on voit que les racines de 
l"equation en (go) sont 


2 
2 


ou, Oi 08 
et nous allons voir que ces valeurs de o donnent en general les valeurs 
PO, P', 0, pour la fonclion quadralique. 

Soit d’abord oe = «ad — y (—s’s"), et posons pour abreger ad — By — oe —Y, 
le systeme inverse devient: 
(— o)p — Pe .2y, — dp —Pod—au), Pyp-+-Po.2P, 
— 2ydpg—o(d —ua)2y, (ed +Py—o)p—old—a), —2cßp-+old—ea)2P, 

"p-Yyo.2Y, — oyp-+yo(d—a), (@—o)p—yo.2P, 

et en mellant 90, les termes de chaque ligne (en omettant un facteur) 
deviennent y, 4(d—«), P. On obtient ainsi dans ce cas, pour la fonction 
quadratique (a,b, ce), y)' la valeur 


er ru Ya 
9d—0, —P)\a,y); 


qui est en eflet le produit PQ des fonctions lineaires. 


II y a a remarquer qu’en supposant (d—e)’--459y==0, ce qui est le 
cas pour lequel 9 sera une racine Zröple, il n’y aura pas de changement ä faire 
dans ce resultat. La fonction quadratique est, comme auparavant, le produit PQ 
des fonctions lincaires; seulement ces deux fonctions lineaires dans le cas 
actuel sont idenliques, de maniere que la fonction quadratique se reduit a P*. 

Soit ensuite 

E = 14a +0) +4 Ylla — IY--4Py)V (= s” ou s”” 
En ecrivant gs" et en meltant pour abreger ad — By — s(d+a)+8’—=y, 
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le systeme inverse devient 


(--8°)y +s(0 5) +0), — Pix — Ps! —s)d-+«), 


— 2ydy —2ys(d—s)(d+a). (F+sd-atad4 By) -+2Pys(d-+ u). 
vırys(d+ao), — oyy—ys(a— s)(d-+e), 

Py-+Ps(d-.0), 

— 2aßy —2Ps(e —s)(d-+e), 

(--8)y+s(e —s)’(d-+0). 
Donc, en ecrivant „0 et en omettant le facteur s(d-+.«), le systeme inverse 
devient 

—s”, —P(d— Ss), F, 
yv(d—s), Py; — Bla —s), 

Y; es, (a3, 
et les quantites dans chaque ligne sont dans le rapport Ü:lm: m’, de maniere 
que la fonction quadratique est dans ce cas P’ ou @'. Celäa suppose que 
ö-+.e ne soit egal a zero. En faisant‘ pour le moment og —=1, on en lire 
la conclusion qu’a moins de supposer d+-«@==0, il n’existe pas de fonction 
quadratique binaire proprement dite (fonction non carree) qui par la substitution 
impropre ac-+Py, yce-+dy pour ©, y, se transformät en elle meme. 
L’equation d+a = 0 donne eg = «ad — y, qui est une racine double. de 
l’equation cubique. On remarquera en passant que par rapport ä la signili- 
cation de l’equation d+-«=0, l’on a en general: 

(a, Bias + By,yac+dy):(y, dar + By,yc+0y) 
— + PN)e+Pld+e)y:yld+e)e-+(d’-+Py)y; 

et de la, qu’en supposant d-+-@=0, on a 


(@, B)(ex-+Py, ye-+dy):(y, d)lax - By, y£e-+dy) = 2,Y. 
Cela revient ä dire qu’en faisant deux fois la substitntion «= -+-Py, ye-+0dy 
au lieu de x, y, on retrouve les quantites x, y, ou que la substitution es! 
periodique du second ordre. Il y a aussi ä remarquer que dans le cas dont 
’ 


il s’agit, savoir pour d+@a—=0, on a s"— —s 
lineaires P, Q restent parfaitement determinees. 


‚ et que les deux fonctions 


Nous venons de voir qu’il n’existe pas de transformation impropre 
d’une fonction quadratique binaire proprement dite, a moins que d+« ne 
soit pas —=0. Mais en supposant d+«@=0, on voit que les coefficients des 
equations pour a, d, c deviennent 
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vv, —y(d—a), Yv, 


aß, e.(d—0), —ay, 


> 


P, Pd — a), PY; 
c'est a dire: les coefficients de chaque &quation sont dans le rapport de 
P, da, —y 
de maniere qu’en supposant que les coeflicients #«, 5b, ec satisfont a la seule 
equation | 
(a,b, c)(ß, e— u, - Y), 
) sont des quantites quelconques, telles que d+-a@«—=0, on aura 


a,b,c)(ac + Py,ye+dy)” = — (ad — Py)(a,b, e)\(x, Yr. 


) 
OU ü, ?; f} , 


Ce n’est la qu’un cas particulier de l’equation identique 
(a, b,c)(ax -Py,ye-+0dy)”+ (ad — Py)(a,b, e)(z, Y) 
— (d+0)(aa + by, bd 4a, bB-+ cd)(a c,yY) 
HB,0—o, Me b, ec) (8, e—.o, y)(y; — 2). 
Il faut remarquer qu’en supposant toujours l’equation 


(a,b, c\B,d—ao, 


Ia fonelion quadratique (a,b,c)(z,y)' en supposant quelle se reduise a un 


carre, est, comme auparavant, P* ou 0’, c’est ä dire le carre de l’une des 
fonetions lineaires. En effet: en ecrivant (a,b, c ec)“, y’=(le-+my), le- 
quation entre /, m serait evidemment (P,0—a,—} Yale m) —=0, de maniere 
que /, m auraient les mömes valeurs qu a br que tout ce en 
precede par rapport a l’equation (a,b, c)(ax- -Ay, +yc-+dy)—=o(a,b,c )\a,y) 
fait voir qu’a moins que la fonction urn, ne soit un carre, on aura 
toujours o—= +(ad — Py); ce qu’on savoit deja des le commencement, ei ce 
qui peut eire demontre comme ä l’ordinaire, en e@galant les disceriminants 
(ac — b’) (ad — Py)’ et (ac—b’)e" des deux cötes. Je fais enfin o—=1, ce 
qui donne l’equation 
(a, b,e, (er + PBy,yc+oy) = (a,b,c)\2,Y)', 
(en faisant abstraction du cas oü la fonction quadralique est un carre) je 
lire de ce qui precede les resultats connus, savoir, que l’on a: 
1. Pour la transformation propre: 
od — By B 
a:2b:c y:d—a:r—P. 
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2. Pour la transformation impropre: 
ad — By = —# 
d+a —=(, 
ad -+hb(d —a)—cy =. 
Je crois que cette discussion n’ait Eile inutile pour completer la theorie 
algebrique de la forme binaire (a, b, c)(x, yY). 





No. 6. 
Recherches ulterieures sur les determinants gauches. 
(Suite du m&moire t. 32. p. 119 et t. 38. p. 93.) 


J’ai deja donne une formule pour le developpement d’un determinant 
gauche. Supposant, pour fixer les idees, un cas particulier. Soit 

12345 | 12345 — |11, 12, 13, 14, 15 

ı21, 22, 23, 24, 25 

31, 32, 33, 34, 35 

41, 42, 43, 44, 45 

151, 52, 53, 54, 55 

(ou 12 = — 21, etc., tandis que les quantites 11, 22, etc. ne s’evanouissent 

pas). Cette formule peut &tre &crite comme suit: 


12345 [12345 — 11.22.33.44.55 
141.22.33.(45)° 
141.22.44.(35)° 
111.22.55.(34)? 
141.33.44.(25) 
141.33.55.(24)° 
111.44.55.(23) 
122.33.44.(15) 
122.33.55.(14) 
122.44.55.(13)° 
133.44.55.(12)° 
+11.(2345)’ 
+22.(1345)’ 
133.(1245)° 
144.(1235)° 
+55.(1234)? 
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les expressions 12, 1234, etc. ä droite sont ici des Pfaffians. On a 
12 12, 
1234 —= 12.34 + 13.42-14.23 


ei en ecrivant encore un terme, pour mieux presenter la loi: 


123456 — 12.34.56 -+13.45.62-1 14.56.23 15.62.34-116.23.45 
12.35.64 -413.46.25-1 14.52.36 4 15.63.42-1 16.24.53 
12.37.45+13.42.56- 14.53.62 15.64.23-- 16.25.34. 


J’ai irouve recemment une formule analogue pour le developpement 
d’un delerminant gauche borde, tel que 


«1234|21234 — |0ß, el, a2, 03, a4 
18, 11, 13, 18, 14 
[2#, 21, 22, 23, 24 
38, 31, 32, 33, 34 
48, 41, 42, 43, 44 











(eite formule est: 





v1234 191234 = «aP11.22.33.44 
+ 0ß12.12.33.44 
+ .0P13.13.22.44 
+ 0P14.14.22.33 
+.0923.23.11.44 
+ 0P24.24.11.33 
-+0934.34.11.22 
+ 0.51234.1234 
+01.P1.22.33.44 
+02.92.11.33.44 
+.03.93.11.22.44 
+ 04.94.11.22.33 
+ 0123.123.44 
+ 0.124. 124.33 
+.0134.P134.22 
10234.9234.11. 


Il est a peine necessaire de remarquer que dans les Pfaffians a droite, 
ou entrent des symboles tels que 1«, P1 etc., qui ne se trouvent pas dans le 
determinant dont il s’agit, il faut ecrire 1e—= —el, fl=—1Pß, etc. Le 
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symbole #« ne se trouve ni dans le determinant, ni au cöte droit. Cependant 


il convient de poser Pa =—.af; car cela etant, il serait permis de trans- 
former les Pfaffians, en ecrivant par exemple «912 — — Pa12. 
Je remarque en passant que, si avant de poser l’equation Ja — — 0, 


on suppose que les deux symboles «, # deviennent identiques (si par exemple 
on eerit = P=5), on aurail par ex. 


aB.12 = aß.12-+01.2P+ «2.1 = 55.12 -+- 51.25-52.51 = 55.12 etc. 





et on reirouverait ainsi la formule pour le developpement de 12345 |12345. 


La nouvelle formule peut &ire appliquee immediatement au developpe- 
ment des determinants mineurs. En effet, en se servant de la notation des 
matrices, on aura 























ii 1 he IE 
11, 12, 13| = 1231723 +23]23, —13]23, —12]32 
21, 22, 23 —23|13, +13]13, —21|31 
31. 32, 33 —32]12, —31|21, +12|12 





—1 


11, 12, 13, 14| = 
21, 22, 23. 24 
31, 32, 33, 34 
41, 42, 43, 44 








1 
1234 |1234 














1+234|234, —134|234, —124|324, —123|423 
—234|134, +134|134, —214|314, —213|413 
—324|124, —314|214, +214|214, —312|412 
—423|123, —413]213, —412|312, +123|123 





















































et ainsi de suite. On suppose toujours que chaque terme de la matrice ä 
droite soit divise par le denominateur commun. On voit que les determinants 
mineurs qui correspondent ä des termes tels que «a, sont des determinants 
gauches ordinaires, avec le signe --, tandis que les determinants mineurs, 
qui correspondent äa des termes tels que «9, sont des determinants gauches 





bordes, tels que ß...|a..., avec le signe (—). 


Pour donner des exemples de verification de ces formules, je remarque 
que l’on doit avoir 
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123|123 = 11.23]23 
— 12.23] 13 
—13 .32]12: 
equation qui peut aussi @tre ecrite sous la forme 
123]123 — 11.23]23 
1.21.23]13 
+31.32|12. 
effet, en developpant des deux cötes, on obtient: 
11.22.33 + 11.(23)°+22.(13)?+33.(12) = 11.(22.33 4 (23)?) 
+21.(21.33+23.13') 
—31.(31.22 4 32.12°). 
voit que les deux termes marques par un + se detruisent et que l’equation 
dentique. On doit avoir de me@me, 
1234|1234 — 11.234| 234 
— 12.234 | 134 














— 13.324124 
—14.423| 123, 





ce qui est la m@me chose: 

1234| 1234 —= 11.234 | 234 

21.234 | 134 

31.324124 

+ 41.423 |123; 

c’est ä dire, en developpant des deux cötes: 
11.22.33.44 4 11.22.(34)° + 11.33.(24)°--11.44.(23)?+22.33.(14)? 
-22.44.(13)°4-33.44.(12)°-+-(1234)° —= 
11[22.33.44--22.(34)° +33 (42)? +44.(23)°] 

+21[21.33.44 + 2134.34* + 23.13.44°--24.14.33°] 
-+-31[31.22.44-+ 3124.24* --32.12.44%- 34.14.22°7 
+ 41 [41.22.33 4 4123.23* +42.12.33° + 43.13.22*]. 


Celle expression est en effet identique, comme on le voit en observant que 

















les six termes marques par un 7 se detruisent deux a deux, et que les trois 
termes marques par un (*) sont ensemble equivalents a (1234). 
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Je remarque que le nombre des termes du developpement du deter- 
minant gauche est toujours une pwessance de 2, et que de plus, ce nombre 
se reduit a la moili6, en reduisant ä zero un terme quelconque ««. Mais 
outre celä, le determinant prend dans cette supposition la forme de deter- 
minant d’un ordre inferieur de l’unite. Je considere par exemple le deter- 





minant gauche 123|123. En y faisant 330 et en accentuant, pour y mettre 
plus de clarte, tous les symboles, on trouve 


1231123 — 11'.(23'? 229°. (13). 





De la. en &crivant 
11 = 13.11, 13 = 11’.28, 
22 — 13.22, 





on obtient 





11.22-1 (12)? 
11'.{22°.(13'% 4 11'.(23'%, 


\ 


12]12 


| 


c’est a dire 


12]12 = 11'.123|123. 





On a de meme 
1234 |1234° — 11'.22'.(34'% + 11'.33'.(24' 4 22'33’ (14-4 (1234) 
et dela, en &crivant 
11—14'.11', 12—=11'.24, 23 — 1234‘, 
22 — 14.22, 13 — 11'.34', 
33 — 14.33, 





on obtient 
123 |123 — 11.22.33 —+ 11.(23)? +22. (31)? +33 (12)' 
— 11’.14'{22'.33°.(14'% + (1234) 4 117.22°.(34' + 11.337.244}, 


c’est a dire, 











123]123 — 11’.14'.1234|1234. 
De m&eme 





12345 |12345' —= 11'.22'.33'.(45’) 
+ 11'.22'.44' .(35')° 
1 11'.33'.44'.(25') 
1 22'.33'.44.(15') 
+ 11'.(2345')? 
+ 22'.(1345')? 
+33'.(1245’) 

+44'.(1235'). 
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Or il est permis d’ecrire 


1—15.11, 12—=11.25, 23 —1235', 1234 — 2345 .11'.15., 
22 — 15.22, 13=11'.35, 24 = 1245’, 

33 — 15.339, 1411.45, 34 — 134, 

44 — 15" .44. 


En effet, les quanlites a gauche ne sont liees entre elles que par la seule 
equation 1234 — 12.344 13.42-14.23 qui est satisfaite identiquement par 
les valeurs a substituer pour les quantites qui y entrent. Cela etant, on trouve 
d’abord: 








1234|1234 — 11’(15')12345 |12345. 


Je prends encore un exemple. On a 





123456 | 123456 — 11’.22’.33'.44’ (56) 

+11’.22'.35'.55’.(46’)) 
+ 11'.22'.44' .55'.(36') 
+ 11'.33'.44'.55'.(26) 
+ 22'.33'.44' .55’.(16)° 
+11'.22'.(3456')? 
+11'.33'. (2456)? 
+11’.44'.(2356’) 
+ 11'.55’.(2346')° 
+ 22'.33'.(1456’)? 
+22'.44'.(1356') 
+22'.55’.(1346’)°- 
+33'.44'.(1256')° 
+ 33'.55’.(1246’)° 
+44'.55'.(1236')’ 
+ (123456))}. 


lei, il est permis d’ecrire: 


1=16.11', 12—=11'.26, 23 —1236', 34— 1346, 45 — 1456, 
22 — 16.22, 13—=11'.36, 24—1246', 35 — 1356’, 

33 —16.33, 14—=11'.46, 235 — 1256), 

4—= 16.44, 15—= 11,56), 

55 — 16'.55), 
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1234 — 2346'.11'.16', 2345 — 123456’ .16', 
1235 — 2356'.11’.16), 
1245 —= 2456’ .11'.16', 
1345 — 3456'.11'.16. 


Car les valeurs des quantites a gauche satisfont identiquement aux &quations 
qui ont lieu entre ces m&@mes quantites. Par ex. l’equation 


1234 = 12.34 + 13.42 -- 14.23 
devient 
2346'.16' — 26'.1346’ 
+ 63'.1246’ 
—- 46'.1236. 
Or expression ä droite devient, en developpant: 
26 (13.46 + 14'.63’+-16’.34') 
4.63’ (12'.46'-+14'.62' 416'.24')° 
+ 46’ (12'.36’+ 13°.62’4.16'.23’), 
et les termes qui contiennent le facteur 16’, donnent ensemble, 16.2346’, 


les autres termes se detruisent deux a deux. On obtient enfin, en eflfectuan! 
la substitution: 








12345 | 12345 — 11’.(16’)° 123456 | 123456 ; 
et ainsi de suite. 


Je fais les m&mes substitutions dans les matrices inverses, en sup- 
primant cependant la derniere ligne et la derniere colonne de chaque matrice. 
On trouve ainsi, en y ajoutant les @quations ci-dessus, trouvees par rapport 
aux determinants: 





11'.123]123 — 12]12 


1 ur a | 
137 1237123 | 123123, —13[28 | = 5] 2124777 > 112 


—23]13, +13]13 +2]1, +111| 
11'.14'.1234]1234 — 123]123, 




















1 

















+234|234, —134|234, —124|324) = 
—234|124, +134|]134, —214|314 
—324|124, —314|214, + 124|124 


14’. 1234]1234 
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123]12: 
_ | _337[33., 131123 


3 11 


- 


- 2313, 
-32]12, 








11'.(15'°.12395 1235 — 











+ 23452345’, — 1345]2345 , 
— 2345 |1345', + 1345]1345 , 
— 3245| 1245’, — 314512185 , 
| 123571235’, — 413512135, 

















1234]1234 
11 








— 234]234 + 
12341134, 
+ 324]124, 


,‚ — 134]234, 


+ 134] 
— 3141214, 


d’analyse. 


1 


2 
21] 
12] 
1234]1234 


[32 


1 
2 


u; 











— 1245 |3245', — 12354235’ 
— 2145 |3145 , — 21354135 
+ 1245| 1245’, — 3125]4125' 
— 4125|3125’, + 1235| 1235’ 























— 124324, — 123]423 
— 214|314, — 213|413 


+ 124|124, — 312]412 


134, 








+ 423|123, 


et ainsi de suite. 


— 4131213, 





— 412]312, + 123[123 |. 


Il est bon de changer un peu la forme de ces equations. On en de- 


duit sans peine: 








sur 1231123’ 
13'.123]123' ka “.. 





en 


2.2724 


+2.2]1, 








rn 125411234 
9 9341934’ __ 
14 123411234 | > +1234 11’ 











‚ —2.134]234', 


nıamm) 


2.13]23 








—2.124]324' 





11 





— 2.234] 134 , 





—2.324|124, —2.314|214 , 


2. 1sayısa 24 


! 
u, —2.212]317 








1234/1234 


F9Alasaıa' 
2.124] 1741 — —, 











1 1391123 
— 1a | 2-3183-77 2 
+2.23]13, +2 
+2.32]12, = 
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13123, —2.12]32 
—— 1231123 =— 
‚Sal, +2. — ae 








et ainsi de suite. 








Les formules que je viens de prösenter, peuvent &tre appliquees aussitöl 


a la solution de la question suivante: „Trouver X,, X, X3, elc.. fonctions 


lineaires de 2,, 2, %;, elc. telles que 


11x?-22224 333-4 etc. — 12-1220? 43323 +4 ete.,” 


c’est a dire: transformer une fonction quadratique 1107-4221 33.023 elec. 


en elle möme par des subslitulions lineaires. 


ll suffira d’ecrire la solution 


pour le cas de trois indelerminees, car on salisfait idenliquement a l’equation 


11x!4+ 22x24 33x} — 110}-422r21 3323 


en ecerivant 














X,%,%)= 
1 arm 1: u Fr 
12.857512 —2.13|23, —2.12]32 (Mr, ,220,,33%,) 
123] 123 11 
2.3713, +2.1878— =, —2. 731 
— 2.32|12, —2.31]21, +2. 





Voilä la transformation propre. 





On en tire la transformation 2mpropre de 


11x8,422x, en elle meme en &crivant 330. Car, celä pose, les valeurs 


de X,, X, ne contiennent pas x,, et l’on n’a plus besoin de la valeur de x;. 


On obtient ainsi la solution suivante. 
l’equalion 





11'x; -4- 22x; 
en ecrivanlt 


1 


u) Se Taste” 





ce qui est une transformalion Znpropre. 


11= 13.11’, 22 — 13'.22', 12 —= 11’.23', on reduit la solution a celle-ci, 


2.1313 


Savoir, on 'satisfait idenliquement a 


11'234 2% 


Free, 


2.13]23 (Air, , 22'%,) 


Taısal 





_123]123' 
22° 


Mais en y faisant la substitution 


by) 
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savoir on satisfait identiquement a l’equation 112742225 = 11x +22 x} 
en ecrivant 
|l1z,, 222.), 


Aıs X) —— 


> 


1211 
.111— 35 





ce qui est une transformation impropre, qui correspond &videmment a la 
formule pour la transformalion propre; la seule difference est que les signes 
des termes de la premiere colonne de la matrice en sont changes. 


En introduisant des lettres simples «, d etc. ä la place des symboles 
11. 22 etc., je considere d’abord la transformation propre 
ne SF 3 Per 
ax +by —= ar’ + by”. 


lci. en &crivant 
11, 12 | d, v|, 
ar 22 vb] 


la formule donne 


1 . 1, 
(xy) = rn ab—v, —b|(z,Y). 


| Ara, ab—v’ 
La transformation zznpropre 
ax’ + by? —= ax” by? 
s’obtient au moyen de la formule donn&e plus bas pour la transformation propre 
de la fonction ax + by’ -—-cz” en elle meme. En y ecrivant ce=0, on obtient 


1 
al’ +- bu? 





ar — bu,  Rhub (#,Y). 
2iua, — al + bu? 


J’ai deja fait voir de quelle maniere cette formule se rattache ä la 


(X, Y) 


formule pour la transformation propre; la difference entre les formes de ces 
transformations dans ce cas simple est assez frappante. 


Pour obtenir la transformation propre 


ax —byrr ce — ar +by’-+cz, 
j’eeris 
11, 12, 13 —u 
21, 22, 22 1 
31, 32, 32 

















en 
. 
4 
2 
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_— 


Cette formule donne 





1 
x, y,z) = ; 
(% Yı 2) abe+al”-+bu’+ecv? 
x | abe -- u’ — bu? — cv’, 2 (Au— cv)b, 2 (vh + bu) ec (2,Y,2). 
| 2 (Au--cv)a, abe — al’ + bu’— cv’, 2 (uv —al)c 
| 2(vl — bu)a, 2 (uv-+al)b, abe — al’ — bu’ — cv’ 





La transformation Zmpropre 
aux +by’+cH = au’-+by’+c2’ 
peut etre liree de la transformation propre en elle meme de la fonction 
donnee ei-apres aa —+-by’-+ cz’ dw. En y eerivant d—0, on obtient 
(X, y,2Zz) = 
3 EN beo’+cao’ Habt’? 

x |—beo’+ cao--ab’—yg,  —2brp—2bcoo, 2cop— berg (2,Y,2) 
2arp— 2acgo, beo’—cao’+ abr’—g’, —R2cop— 2caot 
—Raop—Rabor, 2bop—Rabor, beo’ + cao —ab’—y' 

Pour verifier que cette expression n’est en effet autre chose que la 
formule pour la transformation propre, en y changeant les signes de tous les 
termes, j’cceris dans la formule pour la transformation propre, u=b=c=w, 
On a ainsi pour la transformation propre 


H4yte—rtyte, 











l’equalion 








(X, Y» 2) = 
1 ev, 2lu — Qvo, v1. -+ Zuw (2,Y,2). 
2 2 2 2 r D) B) ‘ ‘ n% 
ie he A u 2l,u + 2vo, "+ —v, Zuv — Zw 
2vlk — Quw, 2Zuv + 2lo, we — Pu —rv 





et en ecrivant dans la formule pour la transformation impropre, u=b—=c— 1, 
d—0, et 3, u, v, —o au lieu de 0, ©, Tr, y, on obtient pour la transfor- 


mation impropre 


x’ +yY+ zZ zu a“ - y’+ 2°, 








l’equation 
1 
(X, y z) v. +2? u?+v? 
x|- ww — ++, — 2lu + 2vo, —?yl—Ruw |(2,Y; 2) 
—2liu— vo, "+ — er, Zuv — 2lw 
— 2vi4-Quw, —lıvr— iv, + Wr 
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Pour obtenir la transformation propre 


ax +by+cz+dw = ar +by?-c2’- dw, 


jeeris 
111, 12, 13, 14 a, U, 0 
‚21, 22, 23, 24 1,01 
‚31, 32, 33, 34 | 6,3 


141, 42, 43, 44 au‘ EN 











Cela donne d’abord, en mettant pour abreger, 


| 


pP = AO U0-+-VT, 


la valeur du determinant 





123411234 — abed-} beo? + cao’ -— abr’ + adi? -- bdu’ + cdv’ 1° 
(que je represente par %). 

J’ajoute aussi la valeur de la mafrice inverse 
11, 12, 13, 14° 
21, 22, 23, 24 
31, 32, 33, 24 
41, 42, 43, 44 








savoir: 


bed-+ br’ +co’--di’, — cdv — tp-- diu — c00, 


u L Du u an 2 
cdv -- typ + diu — 600, acd-- br’ -+ co’ du‘, 
-bdu — op + div — bot, ad). -— op -- duv — aot, 


1} 
k I 
| 


bco -- Ap-- evo — bur, uC0 + up — cvo + akt, 
bdu -- op --div — bot, — beg — kp -+ cvo — but 
— adi. — op + duv — aot, — aC0 — up — evg -- akı 
abd-+ a0’ —bo’-+dv’, —abi— vgy-+ bug — ako 
abt +vp-+ bug — alo, abe + al? -+-bu? + cv? 


On a pour la transformation, l’equation 
(X, y, 2, w) = 
. abed — be’ + cao ab +adi?  2b(— cdv — ıy + diu — co0), 
| — bdu? — cd? — pP, abed + beg? — cao” + abı” — adi’ 
2a (edv + p + diu — 600), +bduw— edv’ — p', 
2a(—bdu — 0p-+div—bor), 2b(adi+ op -+ duv — aor), 
2a (bco + kp -+- cvo — bur), 2b (aco + up — cvo-+ akt), 


| 
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2c (bdu - 0 -- div — bor), 2d( — beo — kp + cvo — bur) \ x, Y,2,w0). 
20 (— adi. — gp + duv — aor),  2d(— uco — up — eve + akr) 
abed -- beo’ + cao® — abt’ — adi?  2d(— abı — vp-+ bug — ako) 
— bdu’ -- edv’ — , abed — bco’ — cao” — ab’ -- adj! 
2c(abr + vp-—- bug — alo), +bdu + cd — y', 
Je suppose que Von at u=eb =c—=d=w, et jecris vw — — n, 


c'est a dire vw = — 19 + uo-+vr+wyo= 0. En faisant cette 





2 o-vr 
Per” ale 


substitution, on trouve d’abord A=w’R oü 
72 2 ar a 2. 17 2 
Pe EEE 


et puis pour la transformation propre 


x? 4 y’ + 72 + w — 2° 1 y 2. z° 4 w, 





l’equation 
x%y2,w) = 
2 (+ +r+W -P— W—r—y, — vv 4 2ry-22u — 200, 
2wv — 2ryw + 2hu — 200, HH — Et W—r — Wi, 
— 2wu + Roy + lv — 2or, 23h — Roy + Quv — Rot, 
2wo — 2hıy + vo — Aur, 2wo — Quy — Qvo + ar, 
2ou —Row--2iv —R2or,  — 2wp + May 4+2v0o — Qur, \(a,y, zw). 


— 204 4 2ow +Quvr — 20, — 200 + up — 2vo + 2, 
et er — er + 2yy + Quo — 210, 
- v" u w, — 0° _— 0- — TC + w° 4- x + u 
2wr — av 4- 2uo — 240, + v— 7a 





On peut changer la forme de cetie expression, en y ecrivant 


= 40a — 0), u=4Hß PP, v=iy—ry) v=4ld—l) 
1 
ı 


BR, T=iytr) e=rl+ NN); 


e=4ate), o— 
cela donne 
PR +@1y?4 d? —_ u. im 1" — WR: 0 0. 
R— Ka 44484 a4 B°+y°+ 09), 
de maniere qu’en &Ecrivant 
M=a+R+r +, 
Mm +44, 


\ 


40 * 
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on obtient 

R— 1 (M-+ M') = yvMM'). 
et la formule pour la transformation devient 
/ i | ı TE | ’ u \) j sm 
(X, Y,2Z,w) = mm | ac 4 BP -4-yy' +00, — ap! — Pa! — yo’ + oy', 
— aß — Ba! 4 yd' + dy', ac! — BP + yy' +00", 


— ay' — BP" — ya! +0P, ad’ — By’ —yP' — da, 





— al’ + Py' —yP— da, —ay' — BI" + ya! — IP, 


— ay' + PO" — ya! — OP), ad’ + By! — yP' + da (x, Yy,2,w). 
ad" — By! — yP' da, —ay' Pd" + ya! +0 


aa 4 PP yy' + 0, aß — Pa’ yö' {+ dy' 





aß — Ba! — yo’ —dy', — aa — BB —yy' +00 
On voit done que m&me sans supposer l’equatiion M—=M', celte formule 
donne la transiormation propre 


x+Y+.7’--W=er+y tt. 
Cette solution est a peu pres de la m&me forme que la solution zm- 

’ W r . v . 
propre donnee par Euler dans son memoire „Problema algebraicum ob af- 
fectiones prorsus singulares memorabile Nov. Comm. Pelrop. t. XV. 1770 p. 75 
et Commen. Arith. collectae t. I. p. 427.” Je remarque aussi que cetlle m&me 
solution peut &tre deduite de la theorie des Quaternions. En eflet, ?, j, k 


etant des quantites imaginaires tels we = j’—=k— —1, jk—= —h=ı, 
k— —ik—=jJ, Y—=—jt—k, on obtient, en effectuant la multiplication: 


(x!--yj+zk-+w) 


rtrk+ IE gt+Thtwae; PitrkrN), 


x, Y. z, w ayant les m&mes valeurs que dans la derniere formule de trans- 
formation. 
En changeant les signes des termes de la quatrieme colonne, on en 
tire pour la transformation impropre 
x 
la formule suivante plus symetrique: 


h | ' Va \T/ £ ! \ \ 
%Y2W) = Zum|— aa + BP + yy' 4-00, — aß — Pa! —yd'--öy, 


aß Ba+ye—dy, ac — BR +yy' +00", 


ad HB yR— de, —ay'— PB + ya'— IP), 
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—ay' + Bd" — ya’ — OP, —ad' -—- By +yP'— della, Y,2,w). 

— ad’ — Py' — yP’ + da, ay' — B0'— ya! — dp 

aa! + BP’ — yy' 1-00, —ap' + Ba! — yo’ — dy' 

a. — Ba! — yd’—dy', ac’ + BB +yy' — 90 

Ces formules pour la transformation, tant propre quimpropre, de la 
fonetion z’-+-y?’--2?-+” en elle möme, sont utiles dans la theorie des poly- 





gones inscrils dans une surface du second ordre. 





No. ?%. 


Recherches sur les Matrices dont les termes sont des fonctions 
lineaires d’une seule indeterminee. 


Je pose la matrice 

A, B, C 

4, B', Er cd 
A 








dont les termes (n’ en nombre) sont des fonctions lineaires d’une quantite s, 
et je considere le determinant forme avec cette matrice, et les determinants 
mineurs, formes en supprimant un nombre quelconque des lignes ei un nombre 
egal de colonnes de la matrice. En supprimant une seule ligne et une seule 
colonne, on obtient les premiers mineurs en supprimant deu.r lignes et deu. 
colonnes, on obtient les seconds mineurs; et ainsi de suite. Celäa etant, je sup- 
pose que la quantite s a Ele irouvee en Egalant A zero le determinant forme 
avec la matrice donnee; ce determinant sera une fonction de s du rieme degre 
qui generalement ne contiendra pas de facteurs multiples. On voit done qu’un 
facleur simple du determinant ne peut pas entrer comme facteur dans les 
premiers mineurs (c'est ä dire dans Zowus les premiers mineurs); mais en sup- 
posant que le determinant ait des facteurs multiples, un facteur multiple du 
determinant peut entrer comme facteur (simple ou multiple) dans les premiers 
mineurs, ou dans les mineurs d’un ordre plus eleve. Il importe de trouver 
le degre avec lequel un facteur multiple du determinant peut entrer comme 
facteur des premiers mineurs ou des mineurs d’un ordre quelconque donne. 
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Cela se fait tres facilement au moyen d’une propriete generale des de- 
terminanls. si les mineurs du (#-- 1,ieme ordre contiennent le facteur (s— a)’ 
(c'est a dire, si tous les mineurs de cet ordre conliennent le facteur (s — @). 
mais non pas tous les facteurs (s— a)”*'). Et si de meme les mineurs du 


rieme ordre contiennent le facteur (s— a)”, les mineurs du (r —1)ieme ordre 


conliendront au moins le facteur (s— a)“; autrement dit: les mineurs du 


r — 1 )ieme ordre conliendront le facteur s— a) ou y>2P— ce, ou, ce qui 


est Ja meme chose, e —29--7<Z0; c’est a dire: en formant la suite des 
indices des puissances dans lesquelles le facteur (s— «) entre dans les mineurs 
premiers. seconds ele. (il va sans dire que celte suite sera une suite deero:s- 
sanfe), les differences secondes seront positives. Je represente par «, P, Y,... 
la suite dont il s’agil; je suppose, pour fixer les idees, que Jd soit le dernier 
Ierme qui ne s’evanouisse pas, et j’ecris 


y, a 
y—od, 0,0... 
—2B-+y, PB—-2y7 +0, y—2d, 0d,0,... 


De m&me, quel que soit le nombre des termes, tous les nombres de la troisieme 
ligne seront positifs. et en representant ces nombres par /, f', /” ete.. on 
obtient: 


au SA 2/'+ 3/" + af" + ai» 

Zei A ar af" - af" 4 IE 

{ +3 u: acz 
A 


Il y a ieci a considerer que le nombre «, indice de la puissance dans laquelle 
le facleur (s—.«) entre dans le determinant, est donne; il sera donc permis 
de prendre pour /, f'; [”; ;.. des valeurs entieres et positives quelconques 
(zero y compris) qui salisfont aA la premiere equation; les autres @equations 
donnent alors les valeurs de 5, y, Öd, elc. On forme de cette maniere une 
table des parlieularites que peut presenter un facteur multiple (s— a)“ du 
determinant. Cette table est composee des symboles «, P, y, ... et les 
nombres «, /f, ... de chaque symbole font voir le degre avec lequel le facteur 
(s— a) entre dans les determinanis, dans les mineurs premiers, seconds, etc. 
Or, ce qui est tres facile, c’est de former au moyen des tables pour =1. 








21. Cayley, sept difjerents memoires d’analyse. 315 


a=?2,... a—=k la table pour e—=%k-1. On a par exemple pour «—1. 
e=%, 2 ==), a —=4 les tables suivanltes: 

Fo 0 = 1, 1. 

Ba == 2, 2, 21. 

Pour & = 3, 3. 31, 321. 

Fi & = & 4, 41, 42, 421, 4321. 
De la en tire la table pour @—=5, savoir: 


Pour a == 5, 5, 51, 52, 521, 531, 5321, 54321. 








En eflei, le premier terme est 5. et on obtient les autres termes en mellan! 
le nombre 5 devant les symboles des tables pour e—1, a —=2, a —=3, u —4. 
en ayant seulement soin de supprimer les symboles 53, 54. 541. 542, 5421 
pour lesquels le premier terme de la suite des differences secondes est negalıl. 
On trouve de meme pour e—=6, la table suivante, savoir: 


Pura—6, 6, 61, 62, 621, 63, 631, 6321. 
642. 6421. 64321, 654321: 


et ainsi de suite. Les nombres des symboles pour @—=1, 2, 3, 4, 5, 6. 7. 8 etc. 
sont 1. 2, 3, 5, 7, 11, 15, 22 ete.; ce sont les coelfiecients des puissances 
x', x’, x’ etc. dans le developpement de 


(1— z).1— a’).(1— 2?)".(1— 29) ".(1— 0) etc. 





fonclions qui se presentent, comme on sait. dans la theorie de la partılıon 
des nombres. 


Maintenant. au lieu de considerer un seul facteur du determinant. je 
considere tous les facteurs, par ex. pour n—4. Le determinant peut avoir 
un facteur double (s— u)‘, et un autre facteur double (s— 5)’; il peut de plus 
arriver que le facteur s—a soit facteur simple des premiers mineurs. mais 
que le facteur (s— db) n’entre pas dans les premiers mineurs. Le symbole qui 


correspond au facteur (s— a) sera 21. et le symbole qui correspond au facteur 
\ A) hd . 21 
(s—b) sera 2. En combinant ces deux symboles, on aura le symbole compose |; h 


— 


qui denote que le determinant a deux facteurs doubles de la classe dont il 
s’agit. Je forme de ces symboles composes des tables pour n—=1. n— 


n—3,n=4, etc. Ona: 
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Pour 


Pour 


3 > 
Pouı 


u 4:11, | | ‚ el, 21], |4, ja1], ja2], j421], [4321], 








ei ainsı de suite. 


321 
1 


denote que le determinant a un facteur s— «a qui entre comme facteur Zrzple 


Pour donner encore un exemple du sens de ces symboles, le symbole 


dans le determinant, comme facteur double dans les premiers mineurs, et 
comme faclteur simple dans les seconds mineurs; l’autre facteur du determi- 
nant est un facteur simple s—Öd. Les nombres des symboles pour n = 
1. 2. 3. 4. 5. 6. 7, 8, 9. 10, 11 etc. sont 1, 3, 6, 14, 27, 58, 111. 223. 
124. 817, 1527 etc.; ces nombres sont les coefficients de z', x’, x etc. 
dans le developpement de 

1-0) "4-29 4-2’) A-a Hy >a-25)A-2) "Asa a2) d-2r)"Ad-rr) a2) 

elc. 

ou les indices 1, 2, 3. 5, 7, 11 etc. forment la suite qui se presente dans 
la thöorie de la partition des nombres, dont j’ai parle plus haut. li est tres 
facile de demontrer qu’il en est ainsi. 

Les resultats que je viens de presenter sont en partie düs aM. Sylvester 
(Voyez son m&moire „An enumeration of the contacis of lines and surfaces of 
the second order”. Philosophical magazine Febr. 1851). En effet, M. Sylvester 
commence par ötendre ä des fonctions d’un nombre quelconque d’intetermines 
’idee geometrique des conlacis des courbes et des surfaces. En considerant 
les deux equations quadratiques U=0,. V=0, il forme le discriminant de 
la fonetion quadratique U-+sV, et il cherche dans quel degre chaque facteur 
de ce discriminant peut entrer comme facteur dans les mineurs premiers, 
seconds etc. Le diseriminant de M. Sylvester est un determinant symetrique; 
mais cela ne change rien ä la question, et je n’ai fait que reproduire l’analyse 
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de M. Sylvester, en donnent cependant l’algorithme pour la formation des 
symboles, et de plus la loi pour le nombre des symboles. M. Sylvester donne 
pour n—2,3,4,5,6 des nombres qui, en ajoutant a chacun le nombre 2, 
pour embrasser deux cas exir@mes qui ne sont pas comptes, seraient 3, 6, 14, 
26. 58. Il se trouve dans le nombre 26 une erreur de calcul; ce nombre 
devrait eire 27, et en suppleant le premier terme 1, on a la suite trouvee 
plus haut, savoir 1, 3, 6, 14, 26, 58 etc.; il y a de m&me une erreur de 
caleul dans les nombres donnes par M. Sylvester pour n—T et n—S. 
Mais tout cela s’applique a une autre theorie g&eometrique, savoir ä 
la theorie des figures Aomographes. Pour fixer les idees, je ne considere 
que les figures dans le plan. En supposant que x, y, % soient les coordonnes 
d’un point, et en prenant pour X, y, z des fonctions lineaires de x, y, 2, 
on aura (X, y, z) comme coordonn&es d’un point Aomographe au point (©,y, 2). 
En cherchant les points qui sont homographes chacun de soi möme, on est 
conduit aux Eequalions x— se —=0, y—sy=0, z2—sz—=0(0. Les quantites 
a gauche x— sr, y—sy, z—sz sont des fonclions lineaires de x, y, 2, 
ayant pour coefficients des fonctions lineaires de s. On a ainsi une matrice 
dont les termes sont des fonctions lineaires de s. La theorie entiere se rattache 
aux proprietes de cette matrice. Pour le cas general de l’homographie or- 


1] ni 
dinaire, on a le symbole |l|j, pour Ü’homologie, le symbole |; les autres 
1 24 





_— 


1 
1321| au cas de l’indentite complete des deux figures; y compris ce cas -limite 


. |3l. |31| se rapportent a des cas moins generaux, et le symbole 


— 


symboles 








de l’identite complete. Il existe pour le plan 6 especes d’homographie ; dans 
l’espace ordinaire il existe 14 especes d’homographie. Je reviendrai ä cette 
theorie A une autre occasion. 


Londres, 24 Mai 1854. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. L. Heft. 41 








22. 
Additions a Varticle No.15 page 239 de ce tome. 


(Par Mr. Brioschi, professeur a l’universite de Pavie.) 





Applications. 
I. oient Al), w(x) deux fonctions algebriques, rationnelles, en- 
lieres, respectivement des degres n, 2n; y une quantite constante, et 
f(z) = a — y’v. 
En designant par 2,, 23, ... X%.4ı les racines de l’equation 
[art ta + ta 0, 
on aura identiquement: 
f(z,) = x, (2,)— y’v(z)=—=0, 
d’ou l’on tire: 
dx; 
dy 





Y df(x,) 
f (2,) + dy > 0. 
Mais: 
1 (. ’r 
2 PEe 2yy(z,, e y= +42) 


br) 


wer) 


par consequent: 
dx, 


dy 
+ = 
I Teen) 





En supposant: 
(2) = "to" +oE"’t oc, 


et A(r).c"t"—=gp(r), on aura: 





—(, pur m=(,1,..n—1, 
„tr dx, 


[2 ‘ dy 6 
z+ A —28,_.. 
aa) + 76,90) 


Par analogie on trouve 
‚m dx, 
dy x” )(x) 


Fa Var) Fe) ’ 








« r 





pour m—=(,1,... 


‚+ 
ri 
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et 
2" +7 AX, 


Be." AU ih 
SI ENG ve) RN 2T;_, )- 








Il. Soit: 

AyYxynt GıYxyn-ıt Yin "ty = 0 
une equation aux differences et a coefficients constants. En faisant dans cette 
equation 2—0,1,2,... 2—1, on obtient z--1 equations, desquelles, 
en &liminant Y,, Yazıs »*+ Yxyn-ı et ayant pose 

h, = 4,Yn_ıt ArrıYna *** +4, Yn-15 
on deduit: 
h, a ee 
h, ad, ee 


h a d,_» 0 0 

B me —1 x+1 n—1 n—1 n—?2 
Yx+ (—1) 0 " a 00 
0 0 0 a 4 








0 0 0 ie Win * 
En developpant le determinant on aura: 


Yxıın = (—1)** (hyk, 4 h,kı+ ++ MA,-ıkn-n). 
et les determinants A,, %k,, ... d’ordre x", sont fonctions des coefficients 
seuls. Mais &,, ©), ... x, elant les racines de l’equation 


[d)= a0" +aan"+.+a,—0, 


on a pour les formules plus haut: 














Airın 
k,_ nz (-1)"2 BT ursE ; 
par consequent, en changeant © en 2 —n, on aura: 
2 u 
DE Er ee er en 
ou aussi: | 
2 x, da, x, dee x, da, 
ya m 2, °f'(x,) ki re Tun: + Ya "fie s) Pen 





*) Jacobi, Über die Additionstheoreme der Abelschen Integrale zweiter und dritter 
Gattung. 


41 * 
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Il est ainsi demontre derectement que l’integrale complete de l’equation 
proposee est: 


Yr ne C, 2 2. Ü. r7’-+ m 4 4 2; 


' i da, da„_ı | da 
z—,— — — — -— 06 Be N . 

C, f'(&,) (yo dx, yı dx, 4 I Ya-ı =) 
Sur une propriete des determinants. 


Le determinant que je me propose d’examiner dans cette note est le 


suivant: 
m, 


VE 








A n—?2,n 
dans lequel les elements c,, sont des quantites constantes, les elements «, 
des fonctions lineaires des n variables x&,, &;, ... x,, et les zn, des fonctions 
quelconques de ces variables. Si l’on suppose: 


c, ı7ı - F C,.d, + 78° + C.n T, Er 0, 


0,0, + 0; 2,-+ “ + OK, 0, 
a, = 4,10, 44,204 + d,,nXn 
et a,,=a,,, on a le suivant 
Theoreme. „Le determinant H est egal a 
REF ++ +m.2.)V4,; 


„4 etant ındependant de x,, 2, ..: %,. 


, 


Je supposerai, pour abreger, n=—=4 et 

m, m; a = ar tem -+fr;+gr,, 

H 7% 1007 Oz ‘ er, + bx, 4 hx; + k2,. 
x A fzı+ hr, +00; + Ir,, 

C; 9x, + kr, +lr; +dex,. 








On a identiquement: 


dH dH | dH dH 
H — — — -- Mm; — -- M, — 
- dm, un dm, dm, | a0 dm, ’ 
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et par une propriete connue des determinants: 





BA: fr Br 
tn er ie 
2 “B [hc ob 6 
dm, ur 0.09. 
5.8.0 08 
cs % 50 00 








Le determinant du second membre peut ätre transforme en ajoutant 
aux elements de la quatrieme colonne ceux de la premiere multiplies par —.r,, 
ceux de la seconde multiplies par — x, etc. En repetant ensuite l’operation 


sur les lignes, on oblient: 





ae ff y db © 
ne 
a f heıib Go R 
=) ER y k l b, c, Pi a,d, 
u u: iR 
"u ar Er Fe | Be 








ei par consequent: 
IH — (m, 2,+ IM: Ta + M; LI; + m,X,)yS, 


comme il y avait a demontrer. 
Corollaire. Si l’on fait: 


ma + m n+ + +m 2, 1=up—=0, 


et qu’on suppose X, fonction des autres variables &,, 22, ... £,_,, ela,,, €,, 


fonctions des nouvelles variables Yı, Y», --. Y„; les formules connues pour 
la transformation des integrales multiples donnent: 
In—l On—1 
/ Gag deıden... dx,_ı =/; on Ayıdyz.. .dy,_ı- 


De cette @quation peuvent &tre tires N a analogues a ceux 
que Mr. Jacobi a demontre dans son memoire „De integralibus quibusdam 
duplieibus etc.” (Voir la quatrieme des lettres de Mr. Rosenhain a Mr. Jacobi. 
Journal de Mr. Crelle T.40.) 











23. 


Note sur le centre de gravite des figures spheriques. 
(Par Mr. M. Jullien S. J. a Paris.) 





Monsieur. Je lis dans votre journal, tome XLV, page 282, un theo- 
reme remarquable de M. Schellbach, dont voici l’enonce: 

„Soient OA, OY, OZ trois axes quelconques menes par le centre d’une 
„sphere dont le rayon est vr; 

„D Vaire d’une figure tracee a volonte sur la surface de cette sphere; 

„A, B, © les projections de cette aire, paralleles aux axes, sur les 
„plans YOZ, ZOX, AXOY; 

„0X, 07’, OZ' de nouveaux axes respectivement perpendiculaires A 
„ces plans; 

„x, y', 2 les coordonnees du centre de gravite de la surface D par 
„rapport a ces axes.” 


! ! Pr | . 
‘ Y — ? 9, 


„On a 


n 
7 Damdr deeu: un 5 

La demonstration de l’auteur est assez compliquee; je me propose ici 
d’en donner une demonstration plus simple et m&eme &@l&mentaire. 

Nommons dD un e&löment de la surface, =, y, 2’ les coordonn6es 
par rapport aux seconds axes, « l’angle que le rayon mene ä cet element 
fait avec la normale OX au plan Y'OZ, et 6 l’angle des droites OX, OX'. 

On a Dx'— fx'dD. Or la perpendiculaire abaisse de l’element dD 
sur le plan Y'OZ’ est egale a rcos«a, et, puisque la droite OX’ fait un 
rCc0OSs« 


; a . ’ 'cos@ 
angle 9 avec ceite perpendiculaire, = ——, d’oü De’ —r/ dD. 
cosd cosd 


Projetons l’element dD sur le plan YOZ parallelement ä la droite OX. 
Les lignes projetantes font un angle 9 avec la normale OA’ au plan de 
projeclion. et elles font un angle « avec le rayon qui aboutit a l’element 
projete. Or, quand on projette une aire plane P sur un autre plan, si l’on 
nomme «& l’angle que les lignes projetantes font avec la normale au premier 
plan et # V’angle qu’elles forment avec la normale au second, la projection 


cos« dD—A, et par- 


est epale A 
De“ ns 


’c0s«& 
cos®d 


P. De la il resulte que nous avons / 


- r' rk 
consequen! 77T 
Paris. 13 Mars 1854. 


EEE. 














24. 


Directer Beweis der Gleichheit zweier bestimmter 
Integrale. 


(Von Herrn Prof. Heine zu Bonn.) 





Jacobi hat im 26ten Bande dieses Journals S. SI gezeigt, dafs der 
Coöfficient von «” in der Entwickelung von 


1 
yvi—?Raz-+e*) 





durch das Integral 
1 (rev —N)eos(P— pw)" 5, 
(A.) an.) (»— vV(y?—1)cosw)”+! ds 
sich ausdrücken läfst, wenn 


3 — oy— Ya? —1)y(y? —1)cosp 
gesetzt wird. Jener Entwickelungscoäfficient wird aber bekanntlich zu 


1 fr ; 
B) z/ @-Ve—1)eosm)'dn, 


so dafs die Gleichheit der Ausdrücke (A. und 3.) nachgewiesen ist. Jacobi 
hat diese Gleichheit gefunden, indem er auf die erzeugenden Functionen zu- 
rückging: hier soll ein directer Beweis davon gegeben werden. Dieselbe 
Methode, welche ich hier anwende, habe ich mit Vortheil auch auf ähnliche 
Entwickelungen ausgedehnt, deren bereits in einer früheren Abhandlung er- 





wähnt ist, und auf welche ich nächstens zurückkommen werde. 


Um imaginäre Substitutionen zu vermeiden, stelle man sich z und y 
gröfser als 1 vor. Ist das Endresultat, auf welches Jacobi hinzielt, für diesen 
Fall bewiesen, so gilt es offenbar auch noch, wenn x und y beliebige reelle 
oder imaginäre Gröfsen bezeichnen. 


Zunächst zerlege man das Integral in (A.) in eines zwischen den 
Grenzen O0 und r, und in eines zwischen rn und 2r. Man bringe das letztere 
auf die Grenzen O0 und r; dann unterscheidet es sich von dem ersten nur 
dadurch, dafs in jenem —„ steht, wo dieses p enthält. Setzt man in beiden 
so entstehenden Integralen: 











24. Heine, uber zwei gewisse bestimmte Integrale. 





vos — sn tv 
| y+cosny(vy?—1) 
sinn 
y+cosny(y’—A) 
dn 
y+cosny(y’—1)’ 


so wird, während w von O bis zz wächst, auch 7 von O bis z zunehmen. 





sin 





dv — 


Das erste Integral von den aus (A.) entstandenen, verwandelt sich dadurch, 
ohne dafs es eines weiteren Kunstgrilfes bedürfte, in 


/ (&— Y2* —1)eos(d— n))"dn, 


das zweite ın 
% 1 z | 
/ (3 — yiz°—1)cos(d+ n))" dn, 


wenn 9 ein solcher, offenbar reeller Bogen ist, dafs 
c0sd.1—1) = y.yle—1)cosp— r.yY(y’—1), 
sind.y(2°—1) = sinp.y(2? —1). 


Ihre Summe ist also 


2) 2 & 277 n a 
/ (2 — y(z°—1)cos(# —n))"dn, oder / (2 — y(z°—1)cosn)" dn; 


v0 


wie es sein mulste. 





Die Substitution, deren ich mich hier bediente, rührt von Jacobi her. 
der sie anwandte um die Gleichheit der Integrale 





°7 rt zu dn 
'c0os®--2sin®cosn)" dr und / — 
/ | in I (cosd-+isindcosn)”+! 


nachzuweisen. Ich fand sie in einem nachgelassenen Manuscripte, aus dessen 
erstem Theile die erwähnte Abhandlung im 26ten Bande des Journals ent- 
standen ist. Jacob: hat sie bei der Ausarbeitung nicht erwähnt; vielleicht weil 
er eine im Wesentlichen gleiche Substitution schon im 15ten Bande des Jour- 
nals S. 11 zum Beweise eines Kuler’schen Resultats anwandie, welches mit 
der im 26ten Bande S. 85 bewiesenen Formel übereinstimmt. Es rührt von 
mir daher nur der Gedanke her, diese Substitution zum Beweise der Gleich- 
heit der Ausdrücke (A. und B.) zu benutzen. 
Bonn, im November 1854. 









Verzeichnisse 


des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50 
dieses Journals. 





Tables des malieres 





des tomes 1—50 de ce journal. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. L. Heft 4. 


Er 
2. 
® 
Re: 
\n 
5 
(2 
a 
R 


Vorbemerkung. 





E: sind am Schlusse des 10., 20., 30. 
und 40. Bandes dieses Journals Inhaltsver- 
zeichnisse 

I. Der je vorhergegangenen 10 Bände, 
nach alphabetischer Ordnung der 

Namen der Mit-Arbeiter und 

I. Je aller vorhergegangenen Bände, 
nach den Gegenständen 
gegeben worden. Es könnte also hier am 
Schlusse des 50. Bandes wieder Ähnliches 
für die fünften zehn Bände geschehen. 

Aber es würde dann für die Leser des 
Journals allzu beschwerlich sein, eine Ab- 
handlung, die man sucht, zu finden. Wollte 
man z. B. einen Aufsatz nachschlagen, von 
dessen Verfasser man den Namen kennt, 
so müfste man diesen Namen erst in allen 
fünf Inhaltsverzeichnissen I. suchen. Wollte 
man Etwas suchen, blofs nach dem Gegen- 
stande, von welchem es handelt, so müfste 
man die Nummer der gesuchten Abhandlung, 
welche das Verzeichnifs II. angiebt, wiederum 
erst in allen fünf Inhaltsverzeichnissen auf- 
schlagen, und folglich in beiden Fällen die 
5 Bände 10, 20, 30, 40 und 50 zur Hand 
haben. 

Deshalb erfolgen hier Inhaltsverzeich- 
nisse: 

I. Nach alphabetischer Ordnung der 

Namen der Mit-Arbeiter; 

I. Nach den Gegenständen ihrer 

Beiträge; 

beide alle 50 Bände umfassend; 
so dafs man also nun beisammen hat, was 
alle 50 Bände enthalten, und das Gesuchte 
unmittelbar finden kann. 





Avıs preliminaire. 





Au bout des tomes 10, 20, 50 el 
40 de ce journal, on a donne des tables 
de matieres: 

I. Par ordre alphabetique des noms des 
collaborateurs, pour chaque de- 
cade des tomes qui precedent; 

II. Selon les sujets des memoires, pour 
tous les tomes qui precedent. 

Maintenant done, au bout du 50”®tome, 

une table de matieres pareille a I., pour- 
rait ötre donnee pour la cinquieme decade 
de tomes, et une table pareille a II., pour 
tous les 50 tomes. 

Mais il serait alors trop incommode 
pour les lecteurs du journal, de trouver 
ce qWon y cherche. Si par ex. on vou- 
lait avoir un memoire dont on connait le 
nom de Vauteur, il faudrait fewilleter 
tous les cing tables I. pour trouver ce 
nom et Particle desire. Si Pon voulait 
avoir les memoires d’un auteur sur un 
sujet determine, on aurait encore a feuil- 
leter les eing tables I. pour trouver les 
numeros des articles qwindique la table II. 
Donc, dans les deux cas, il faudrait avoir 
sous la main tous les cing tomes 10, 20, 
50, A0 et 50. 

Cest par cette raison qwon donne 
iei, pour faciliter la lecture du journal, 
des tables des matieres suivantes qui em- 


brassent tous les cinquante tomes: 
savoir: 
1. Par ordre alphabetique des 
noms des collaboralteurs, 
II. Selon les sujets des articles; 
de sorte que ces deux tables of[rent un 


42 * 








328 25. 


Diesen Inhaltsverzeichnissen I. und I. 
gehen folgende allgemeine, sogenannte sta- 
tistische Übersichten des Journals voraus; 
nämlich: 

A. Der Zeit der Ausgabe der verschie- 
denen einzelnen Bände, des Umfangs der- 
selben, der Zahl der zugehörigen Figuren- 
tafeln, anderer lithographirten Tafeln und 
der den verschiedenen Bänden beigegebenen 
Facsimile’s der Handschrift berühmter ver- 
storbener Mathematiker. 

B. Der Anzahl der Mit- Arbeiter, der 
ihrer Beiträge und des Umfangs derselben, 
nach den verschiedenen Ländern und nach 
den verschiedenen Sprachen gesondert, in 
welchen die Beiträge geschrieben sind. 

C. Der Anzahl der Beiträge der ein- 
zelnen Mit- Arbeiter, nach alphabetischer 
Ordnung ihrer Namen; so wie des Ge- 
sammt-Umfangs der Beiträge, in den ver- 
schiedenen Sprachen. 


Diese allgemeine Übersichten dürften nicht 


ohne Interesse sein. 

Der Herausgeber des Journals wird das- 
selbe ferner fortsetzen. Am Schlusse des 
letzten Bandes wird er Nachträge zu den 
gegenwärtigen Inhaltsverzeichnissen geben, 
so eingerichtet, dafs sie für die auf den 
50. Band folgenden Bände auf eine bequeme 
Weise die gegenwärtigen Verzeichnisse er- 
gänzen. 


Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


apergu de tout ce qui se Trouve dans le 
Journal. 

Ces tables I. et II. seront precedes 
des apergus suivants, soit-disant stati- 
stiques, du journal: 

A. Des annees dans lesquelles les dif- 
ferents tomes ont paru; des nombres des 
feuilles et pages quwils contiennent; du 
nombre des tables de figures et d’autres 
tables lithographies y relatives, ainsi que 
des Fac-simile de V’eeriture de ycometres 
celebres decedes: 

B. Du nombre des collaborateurs, 
des articles qwils ont contribues au jour- 
nal, et des volumes totaux de ces articles; 
separes selon les differents pays et les 
differentes langues dans lesquelles les 
memoires sont eerits: 

C. Du nombre des memoires que chaque 
collaborateur a fourni, par ordre alpha- 
betique des noms des auteurs, et du total 
des feuilles que contiennent leurs memoires 
dans les differentes langues. 

Ges apergus generaux ne seront pas, 
comme il parait, sans interöt. 

Le redacteur continuera la publication 
du journal. Au bout du dernier tome 
il donnera des supplements de tous les 
tables qu’on voit ici, arranges de maniere 
qwils les complöteront aisement pour les 
tomes qui suivront encore le tome 50. 














11. 
12. 
13. 
14. 


- 


. r\ 
SS SS mm, 


15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 


25. 


In dieser Überschriftstafel giebt an: 
Die Spalte 1. 


=. 
3. 


4. 


=». 
1826 
1827 
1828 
1829 
1830 
1830 
1831 
1832 
1832 
1833 
1834 
1834 
1835 
1835 
1836 
1837 
1837 
1838 
1839 
1840 
1840 
1841 
1842 
1842 
1843 


die Nummer des Bandes; 

das Jahr der Ausgabe des Bandes; 
die Zahl der Bogen und Seiten, 
welche der Band einnimmt; 

die Anzahl der zu dem Bande ge- 
hörigen Figurentafeln; 

die Zahl anderer zu dem Bande ge- 
hörigen lithographirten Tafeln; 

die Zahl der dem Bande angehängten 
Fac-similes der Handschrift verstor- 
bener berühmter Mathematiker. 


3. > 6. 
48 
50 
51 
50 
92 
52 
52 
92 
51 
49 
51 
45 
45 
47 
47 
47 
49 
47 
48 
47 
47 
47 
47 
47 
49 


5 


er TRITT SR 


tv 


nm I 
DRmDD Ba CI ur 8 Da CH DU Ce or 
l 
1} 


oa. | 


A. 


Colonne #. le numero du tome; 


Cet apercu donne dans la 


=. Uannee de sa publication; 
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3. le nombre des feuilles et des pages que 


le tome contient; 


4. le nombre des tables des figures qui ap- 


partiennent au tome; 
>. le nombre des autres tables lithoyraphices 


relatives au tome; 


6. lenombre des Fac-simile de l’ecriture de 


yeometres celebres decedes. 


1. 3. 
26. 1843 
27. 1844 
28. 1544 
29. 1845 
30. 4846 
31. 1846 
32. 1846 
33. 1846 
34. 1847 
3. 1847 
36. 1848 
37. 1848 
38. 1849 
39. 1850 
40. 1850 
41. 1851 
42. 1851 
43. 1852 
+. 1852 
45. 1853 
46. 1853 
47. 1854 
48. 1854 
49. 1854 
0. 1855 








3. 4 3. 6. 
46 - 3 - 4 
47 4 - 1 4 
47 4 3 = 4 
47 - - - 4 
46 - 2 1 4 
44 6 7 - 4 
45 4 4 - 4 
47 - = = 4 
4 - 3 - 4 
#4 - 1 . 4 
45 4 4 - 4 
46 4 3 - 4 
46 2 1 - 4 
45 6 - . 4 
48 2 5 - 4 
46 4 2 - - 
47 2 2 - - 
46 6 6 - 3 
47 - 4 - - 
47 4 10 - - 
48 4 7 - - 
47 4 = . - 
2 - 2 - I 
#6 2 8 > a“ 
50 4 4 1 

77 


Zusammen 2402 6 160 





(Total.) 
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B. 


In dieser Übersicht giebt an: 
Die Spalte 9. die Anzahl deı Mit-Arbeiter, geson- 
dert nach den verschiedenen Ländern; 
%. die Anzahl ihrer Beiträge; 


3. den Umfang ihrer Beiträge, in Bogen. 


nn: 7 
111 664 1394 
Aus dem übrigen Deutschland 41 195 404 
Aus der Schweiz ...... fi > 7 
Aus Holland ......... L 9 44 
Aus Belgien ........« 5 3 
Aus Frankreich ....... 57 142 
Tr ( 20 56 
Aus England ........ ) 32 46 
Aus Dänemark ....:... 1S 16 
AusSchweden und Norwegen >> 108 
a Br 62 
ET a 


1216 2381 


Aus dem Preufsischen Staate 





Zusammen 
Also aus dem Preufsischen 
Staate ei. 1394 
Von aufserhalb Preufsen . 145 087 
Von den Beiträgen sind geschrieben: 
1480 Bogen in deutscher Sprache, 
3038  - - Jateinischer Sprache, 
>79 - 
14 - 
ii - 


2381 Boven zusammen. 


664 


VI 


französischer Sprache, 
englischer Sprache, 
italienischer Sprache. 
Also 
1480 Bogen in deutscher Sprache, 
Wi - —- andern Sprachen. 
Die 50 Bände sind herausgekommen in 
29 Jahren und 8 Monaten. 


Cet apercu donne dans la 
Colonne %. le nombre des collaborateurs, specifies 
selon les differents pays; 
=. le nombre de leurs memoires ; 
3. le nombre des feuilles quw’ils contiennent. 


1. 2 3. 
Des Etats de la Prusse . 141 664 1394 


Des autres pays Allemands 41 193 404 
im m. 7 rap DEE TE; 
Des Pays! . 2... .4 11 
De la Belgique ...... 4 18 

De Du: Fried: 3: 2: 3 Al u 

De BEBIEE N ER 

De PAngleterre ...... 10 32 46 
Du Doanemare ....:.:2. 18: 
De la Suede et du Norveyue 8 108 
De dba Russie.......: 16 9 & 
Anonymes...... it ee 


Total 258 1216 2381 
Done des Etats delaPrusse 111 664 1394 





..... 5: mM 
Du contenu du Journal sont eerits: 
1480 feuilles en allemand, 
303 - 
573 - 


D’autres pays 


latin, 
francais, 

14 - anglais, 

Ps: rar, italien. 

Total 2381 feuilles; done 

1480 feuilles en allemand, 

91 - - d’autres langues. 

Les 50 tomes du Journal ont ete pu- 

blies en 29 ans et 8 mois. 














Die Spalte 1. 


_ 








9 D. 


©. 


In der folgenden Übersicht giebt an: 


— 
— 


vv 
TROD- 


DO OD 
Bm BRnE} 


wo co 
SO 


it u) 
Seaonpupuwe: 


TV) ie Jude jun Due June Jauch hunde Jene 
SSRNDUPRRD 





die Nummer und 
die Namen und Heimatlı der ein- - 
zelnen Mit-Arbeiter aus dem fol- 
genden Inhaltsverzeichnifs 1.; 

- 83. die Anzalıl ihrer Beiträge; - 
- 4.5.6. 7.8. den Umfang der von - 
Mit- Arbeitern 
lateinischer, 


» 2, 


den einzelnen in 


deutscher, französi- 
scher, englischer oder italienischer 
Sprache geschriebenen Aufsätze; - 
. den gesammten Umfang der Bei- 


träge der einzelnen Mit-Arbeiter. 


2. 
+N. H. Abel aus Christiania 
Amsler zu Zürich 
Aoust zu Besangon 
F. Arendt zu Berlin . 
S. Aronhold zu Berlin . . . 
O0. G. D. Aubert zu Christiania 
Aubertin zu Mühlheim am Rhein . 
August zu Berlin 
Balzer zu Dresden 
Bellavitis zu Padua 


.\Bauer zu Steitin 


Bergius zu Upsäla . 

Bernardi zu Modena . 

Beyer zu Neu-Stetlin.. . 

E. G. Björling zu Upsäla 
Buoncompagni zu Rom . . 

0. A. Borchuardt zu Berlin . 
v. Bouniakowsky zu St. Petersburg . 
Brenneke zu Berlin . . . . 

C. A. Brettschneider zu Gotha 


‚IBrioschi zu Pavia . 
‚IBrix zu Berlin . . 


O0. J. Broch zu Christiania 
Ch. Brooke zu Cambridge 
Brune zu Berlin . . .. 
Bruun zu Odessa 

Burg zu Wien 

Catalan zu Paris . 

Cayley zu London . 

Chelini zu Rom . 


‚IClausen zu Altona . 
‚IGClausius zu Berlin. . . 
‚Collins zu St. Petersburg. 


A. Cournot zu Paris 


eg Tape Fr 
‚|Dahse zu Berlin. 
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L’apercu suivant donne dans la 


les numeros; 

les noms et les domiciles des differents 
collaborateurs suivant la table des ma- 
tieres I. qui suit; 

le nombre de leurs memoires; 

3. 6. 7.8. le nombre des payes que 
contiennent leurs memoires en langue 
allemande, latine, francaise, anglaise 
ou italienne ; 

le nombre des feuilles et pages que con- 
tiennent en total les articles de chaque 


collaborateur. 























3 4.|132.|6.|?7.|8.| 9. 
241133] - |249| - | - | 47,6 
3/1 34| - |- | - | - 4, 2 
ee De ae 
10] 47| 30| - | - | - 9,5 
1! 20| - - | - - 2, 4 
1| 11| - |- |! - | - Be 
1 9’ - | - | - | - a 
2| 9|!-|-|-|- sn 
1| 19| - I|- | - | - 23 
ii - I!» - Bere Eee Be 
11 2326| - | - | - | - 3, 2 
1| - | 27I| - | - | - 3, 3 
i!-iI-|]-|- 6!- 6 
1 7-|-|-|-|- 7 
A. 5|-|I-|-|-5 
1!- |-123!I-|- 27 
2| 8Ii - | 36| - | - 5, 4 
1ı 4 -|i-|-i-|1I- 4 
ii -1- re Bee Ken 
3/ 46| 29| - | - | - 9, 3 
3 - | - 1414 - | - Er 
1, 17I| - |- |! - |» 2, 1 
3l 2| - 1105| - | - 13, 3 
1i-|-|- - 1 Br. 
4| 131 - |- | - | - 5 
1 4| - | - - 1-1» 4 
a 9 En De ee a Be 
1| - - 1| - - tb. 0..4 
1419| - | - I220| - | - | 27, 4 
ii- |-|-|- 1-1 
361113| 12| - | - | - 145,5 
2| 571 -i- | - | - „2 
1| 8S|- |-|-|- 1 - 
2| - | - 169 - | - 8, 5 
441689| - 1498| - | - 148, 3 
1 1|-|-]|-1-]>- 1 











25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfanys der Bände 1 bis 50. 


1. | 2. 

37.14. v. Davidof in Moskau 

38.!Deahna zu Cassel . . 

39.|Dedekind zu Göltingen 

40.| Despeyrous zu Paris 

41. Dienger zu Carlsruhe . 

42.|+ Dietlein zu Berlin 

43.|Dippe zu Halle . . . 

44.| Lejeune-Dirichlet zu Berlin 

45.|+ E. H. Dirksen zu Berlin . 

46.| Druckenmüller zu Berlin 

47. ‚Dumas zu Berlin 

48. | Eberti zu Berlin. 

49. 'Eisenlohr zu Carlsruhe 

| MO. + @G. Eisenstein zu Berlin. 

>1.!Enke zu Berlin . . . 

92.1+.J. A. Eytelwein zu Berlin 

90. | Fasbender zu Iserlohn . 

>4.|L. Feldt zu Braunsberg . N 

59.1.4. Fischer zu Königsberg in Pr. 

56.1+ W. A. Förstemann zu Danzig 

>7 |Erh. . Forstner zu Berlin . 

58.|M. LE nsuksichain zu Breslau 
59.|@. Friedländer. . 

| 60. Garbinsky zu Warschau . 

61.)+ Gaufs zu Göltingen 

62.|Gerling zu Marburg 

63.1+ Mad. S. Germuin zu Paris 

64.|@Gerwien u. v. Holleben zu Berlin 

69.!Gerwien zu Berlin . 

66.1+ Ad. Göpel zu Berlin . 

67.| Gräfe zu Zürich 

68.!H. Grassmann zu Stettin 
69.|Ch. Graves zu Dublin 

0.|+@. Green zu Cambridge 

71. er zu Berlin . . . . 
72.1). A. Grunert zu Greifswalde . a ae 11 109 

| 73.14 Gudermann zu Münster . . : 2.2.2..1 3811410 

| 74.|Gützlaff zu Marienburg -. - - 2:2... | - 

| 75.|Bierens de Haan zu Deventer . . . . ; | 3 

TE Hinchette u Pan .. . . . u. ch 14 

ı 7.|Hadenkamp zu Hamm. . . . . . 2... | 24 

[FT 55 GER es 1. 
79.1 meslermann zu Ti » >: - » » 2: 2 2% ı 57 

ORT ee un Blagmei = 1. oo 0 ‚210 

EN 0 a. We et RE 179 

Ba. men u Düsseldorf --.: :; .. =... .., - 39 

83.1 Hellerung zu Wismar. -. - 2 - 2 2.2. 1 

54.16. Hermite zu Paris . Ei 3 

85.10. Hesse zu Königsberg in Pr. a 51 308 

86.| Hessel zu Marburg . RE re N 8 

87.1C. J. Hill zu Lund re Fr a KL 

a burn Be 4 
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4 er 
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'1. 


92. 
93. | 
ı 94.| 





107. 
108. | 








89. 
0. 
9. 


95. 
| 96. 

97. | 

98. 

99. 
100. 
101. 
102. 
103. 
104. 
105. 
106. 


109. 
110. 
111. 
112. 
113. 
114. 
115. 
116. 
117. 
118. 
119. 
120. 
121. 
122. 
123. 
124. 
125. 
126. 
127. 
128. 
129. 
130. 
131. 
132. 
133. 
134. 
135. 
ı 136. 
137. 
138. 
139. 
140. 
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25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 


H. Hoffmann zu Danzig . 

R. Hoppe zu Berlin 

W. Horn zu Potsdam. . 

Frh. Alex. v. Humboldt Exe. 
ıA. Jacobi zu Breslau . . 

M. H. Jacobi zu St. Petersburg 
+€. G. J. Jacobi zu Berlin . 
Jahn zu Leipzig. 

F. Joachimsthal zu Halle 
Jordann zu Münster 

M. Jullien zu Paris 

Jurgensen zu Kopenhagen 

M. Kartscher zu Berlin . 

G. Kirchhof zu Breslau . 

E. Kohlau zu Berlin 

Koppe zu Soest. 

Kossack zu Potsdam 

A. Kramer zu Berlin. 

L. Kronecker zu Berlin . 

'R. Krusemark zu Berlin 
Kulik zu Prag 
E. E. Kummer zu Breslau a 
Lame u. Ölapeyron zu Paris 
Lebesque zu Paris . 

Lehmann zu Berlin 

Lehmus zu Berlin . 

'Leithold zu Berlin . 

G. Libri zu London 

R. Liouville zu Paris . 

J. J. Littrow zu Wien 
Lobatschewsky zu Kasan 

'R. Lobatto im Haag . 

'G. Löwenstern zu Dorpat 

G. Lottner zu Lippstadt . . . 
R. A. Luchterhand zu Berlin . 
E. Luther zu Königsberg in Pr. 
L. J. Magnus zu Berlin . 
Märker zu Meiningen 
0. J. Malmsten zu Upsäla . 
W. Matzka zu Wien 

E. Meissel zu Berlin 

A. Meyer zu Lüttich . 
C. @. Meyer zu Königsberg in Pr. 
W. H. Miller zu Cambridge 
F. Minding zu Dorpat 

A. F. Möbius zu Leipzig 

A. Muller zu Heidelberg. 

G. W. Mitller zu Hannover 

+ Navier zu Paris 
Nernst zu Stralsund 














J. Neumann zu Königsberg in Pr. 
L. Heft 4. 





G. H. F. Nesselmann zu | Königsberg in a Pı.. 
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Verzeichnisse des Inhalts 


2. 


| Öttinger zu Freiburg in Br.. 
.|+@. 8. 


Ohm zu München 
ıM. Ohm zu Berlin . iu, 
L. Olivier, damals zu Berlin . 
+ Oltmanns zu Berlin . 
ıOltramare zu Genf sh 
Ostrograsky zu St. Petersburg . 
Pagani zu Lüttich 
Pauker zu St. Petersburg 
Piper zu Berlin 
Plana zu Turin 
zu Bonn 

r Poisson zu Paris . 
| Bonce /et zu Paris 
'+Prehn zu Ratzeburg . 
Preuss zu Berlin 
L. Raabe zu Zürich 
Radike zu Bonn. 
Ramus zu Kopenhagen 
Fe zu Berlin . 

Rent he zu Berlin . 
zu Stultgarl . 





;3.!Richelot zu Köniesbere in Pr. 
)4.1@. Rosenhain zu Breslau 
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70.!H. Sche [ler 
.!Schellbach zu Berlin 
‘Th. Scherer zu Berlin 


oe. 
Den he 
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G. Salmon zu Dublin . . 


.J. -; u zu Königsberg in Pr.. 


zu Naumburg 

Schäfer zu Berlin. . « 
‚ Schällibaum, damals zu Berlin . 
zu Braunschweig . 


Scherk zu Halle . 
Schlaef]li zu Bern 


9.10. Schlömilch zu Dresden 
.) Th. Schünemann zu Brandenburg a. 
zu Frankfurt a. d. ©. 


v 


, Schmeisser 
v. Schmidten zu Kopenhagen 
J. Scholz zu Breslau . 
Schultz zu Berlin 

(. Schulz ı 
Schulze zu Berlin 
Schweins zu Heidelberg 
E. Segnitz zu Eldena . 
1J. A. Serret zu Paris. 


6. | |Siebeck zu Breslau . 


‚Simonofj zu St. Petersburg . . 
Ch. Z. Slonimsky zu Byalistock 
ba zu Utrecht 


0. | Smith zu Cambridge 


7 Sohnhke zu Halle 


2.,Somof} zu St. Petersburg 
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. Strasnickhy zu Wien 
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25. Verzeichnisse des Inhalts 
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Specht zu Berlin 

S. Spitzer zu Wien 

W. Spottiswoode zu London 
Stader zu Berlin 
Stammer zu Luxemburg . 
Staudt zu Erlangen 





.| Steichen zu Brüssel 
..+ Stein zu Trier . 
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204. 
205. 
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211. 
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216. 
217. 
218. 
219. 
220. 
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224. 
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227. 
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J. Steiner zu Berlin 

v. Steinheil zu München . 
Stern zu Göllingen. 

Strehlke zu Berlin . 
Sussmann zu Berlin 

Svanberg zu Stockholm 
Swellengrebel zu Utrecht. 
Tardy zu Rom i 
'Tehebichef zu Moskau 
Tellkampf zu Hamm . 
Thacker zu Cambridge 

‚F. Theremin zu Saratof . 

W. Thomson zu Cambridge. 
B. Tortolini zuRom . . . 
C. €. Ullherr zu Nürnberg . 
Umpfenbach zu Giefsen . 
Unger zu Erfurt. . . 

P. Volpicelli zu Rom . 
Waltinowsky zu Triest 

©. Weierstrass zu Braunsberg . 
Jul. Weingarten zu Berlin . 
Weiss zu München . 

W. Winkhaus zu Halver. 

A. Winkler zu Brünn . 

F. Wopke zu Bonn 

R. Wolf zu Bern 

Zech zu Tübingen 

Zeuner zu Chemnitz . 
Zornow zu Königsberg in Pr. . 
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Inhaltsverzeichnifs 
der Bände 1 bis 50 des Journals nach 
alphabetischer Ordnung der Namen 
der Mit-Arbeiter. 


Die Überschriften geben die Namen und den 
Wohnort der Mit-Arbeiter an. Wo der jetzige 
Wohnort dem Herausgeber unbekannt ist, hat 
er den Ort gesetzt, an welchem die neusten Ab- 
handlungen geschrieben sind. Die Titelder Herrn 
Verfasser hat der Herausgeber angegeben, so gut 
sie ihm bekannt sind. Sollte dabei hie und da ge- 
fehlt sein und die jetzigen Titel gegen diejenigen, 
welche auf die neuesten Beiträge passen, sich 
verändert haben, so ist der Irrthum nur daraus 
entstanden, dais der Herausgeber die jetzigen Titel 
der Herrn nicht kennt, und er bittet dann deshalb 
um Verzeihung. 

Vor den Namen Derjenigen, von welchen der 
Herausgeber bestimmt weils, dafs sie sich jetzt 
nicht mehr am Leben betinden, ist ein + gesetzt. 

Die Nummern in den Überschriften sind die- 
jenigen, auf welche sich die Übersicht €. bezieht. 

Von den 6 Spalten des Verzeichnisses giebt 

A. die Nummer der Abhandlung an, auf welche 
sich das Inhaltsverzeichnifs II. bezieht; 

3. den vollständigen Titel der Abhandlungen; 

CD. E. die Zahlen des Bandes, Heftes und 
der Seite, wo die Abhandlung im Journale 
gefunden wird; 

F, die Zahl der Seiten, welche die einzelnen 
Abhandlungen einnehmen. 


Table des maltieres 
des tomes 1T— 50 du journal par 
ordre alphabetique des noms des 

collaborateurs. 


On trouve dans cette table au dessus des listes 
des memoires des differents collaborateurs le nom 
et le domicile de chacun d’eux. Dans les cas ou 
lediteur ignore le domicile actwel des auteurs, 
il a mis celuwi dans lequel les memoires les plus re- 
cents ont ete ecrits. Les titres des auteurs ont 
ete donnes aussi exactement que l’editeur les connait. 
Si peut etre ici des erreurs s’etaient glissces et que 
les titres actuels des collaborateurs differeraient 
de ceux qui leur etaient düs ü V’epoque oüw ils com- 
posaient leurs plus recents articles, la cause en est 
uniquement que Vediteur ne connait pas les titres 
actuels des auteurs, et il prie de vouloir bien ex- 
cuser ses erreurs. 

On a mis une + devant les noms des collabora- 
teurs dont lediteur sait avec surete qu’ils sont morts. 

Les numeros mis devant les noms des auteurs 
sont ceux auxquels se rapporte lapereu C. 

Des six 
Celle A. contient les numeros des articles auxquels 

se rapporte la table II; 
Celle BB. donne le titre complet 
CellesC. D. E. donnent les numeros des tomes, 
cahiers et pages oü l’on trouve les memoires; 


colonnes de la table 


des memoires; 


(Celle E. 


donne le nombre des pages que contient 
le memoire. 





1.- +De. N 


Abel aus Christiania in Norwegen. 


& Bar der Functionen zweier unabhängig veränderlichen 


Gröfsen x und y, wie f(x,y), welche die Eigenschaft haben, 


dafs 


f(z, f(x,y)) eine symmetrische Function von z, .r und y ist. 


Beweis der Unmöglichkeit, 
Graden als dem vie orten 


Auflösung einer mechanischen Aufgabe. 
Beweis eines Ausdrucks, 
TE. Pr 
Uber die Integration 
ganze Functionen sind. 


h ' oe n 
Untersuchungen über die Reihe 1+ 7% 


algebraische Gleichungen 
allgemein aufzulösen. . . a ng 
Bemerkungen über die Abhandlung Nr. 4. Seite 37 Heft I. Band 1. 


der Differential-Formel 


m.m—1 


Cem 2 
a Tr 


von höhern 

65. 
Vu rg. 
; a A a 


von welchem die Bihomial- Kos ein ein- 


II. 159, 


wenn R und Q 


008 
yk’ 
a et N aan: 2 Br 
m.m—1.m—2 


185. 
—ı?”. 1. W. 311. 
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9. 
10. 
11. 


12. 


17. 


IS. 


19. 
. 
21. 
22. 


23. 
24. 


un 





25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


B. 
Über einige bestimmte Integrale... . . . 2. 
Recherches sur les fonctions elliptiques. 
Theoremes et problemes. . . 
Über die Functionen, welche der Gleichung px Loy = p(efy Ly f. 2 
genugthun. , 
Note sur le memoire de Mr. L. Olivier No. 4. du tome 2. de ce 
journal, ayant pour litre: Remarques sur les series infinies et leur 
convergence; suivi d’une remarque de Mr. L. Olivier sur le möme objet. 


. Recherches sur les fonctions elliptiques (Suite du memoire No. 9.) . 


Aufgabe aus der Zahlentheorie (8. ©. @. J. Jacobi No. 14.) . 


Remarques sur quelques proprieles generales d’une certaine sorle 


des fonctions transcendantes. Re ER 
Sur les nombres des transformations differentes, qu’on peut faire 
subir A une fonclion elliptique par la substitution d’ une fonetion domne 
de premier degre.. 

Theoreme general sur la transformatien des fonclions elliptiques. de 
la. seconde et de la troisime espece. 

Note. sur quelques formules elliptiques. . f 
Memoire sur une classe parliculiere d’&quations resolubles algebri- 
quement. 

Theoremes sur les Tonetions ellipliques. 
Demonstration d’une propriete generale d’une certaine classe- de 
fonclions transcendantes. 


Preeis d’une theorie des fonclions elliptiques. 


Mathematische Bruchstücke aus Abels Briefen. i 
Fernere mathematische Bruchstücke aus Abels Briefen. Schreiben Abels 


an Legendre. . 


2. Dr. J. Amsler, Privatdocent an der Universität zu Zürich. 


Neue geometrische und mechanische Eigenschaft der Niveauflächen. 
Zur Theorie der Anziehung und der Wärme. 

Über die Gesetze der Wärmeleitung im Innern fester Körper: unter 
Berücksichtigung der durch ungleichförmige Erwärmung erzeugten 
Spannung. 


3. Mr. ’Abbe Aoust, Professor der reinen Mathematik 
zu Besancon. 

Integration des equations aux differences partielles simultandes d’une 

certaine classe. 


4. Dr. F. Arndt, Privatdocent an der Universität zu Berlin. 


. Über die Summirung der beiden Reihen 


Yu yYı tr 19. —+(—1)"yn und 
Yo + nyı,t9%,Y; + we I Yns> 
in welchen die Gröfsen y willkürlich und die Co@fficienten Binomial- 
Coefficienten des ganzen Exponenten x sind, mittels höherer Diffe- 
renzen und Summen. y 
Nova solutio problematis determinandi multitudinem numerorum, qui 
ad numerum aliquem sint primi eoque minores. 
Entwickelung der Summe der „ten Potenzen der natürlichen Zahlen 
nach den Potenzen des Index, mittels des Taylorschen Lehrsatzes. . 
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. B. €. D E EFF 
4 Über die Bernoulli’sche Methode, summirbare Reihen zu finden. . 31. IH. 253. 6 
5. Nova methodus determinandi multitudinem radieum congruenliae 
x'==1(mod. M), aliaqgue ad hanc materiam speclantia.. . . 31. II. 259. 10. 
Demonstratio duorum theorematum, Gaussianis his generaliorum etc. BE: IV: 386. 3. 
Demonstratio nova theorematis W ikoniani MB, > a ne) A 
Disquisitiones de residuis eujusvis ordinis. - » 2» 22.202020. 831. IV. 333. 10. 
9. Bemerkungen über die Verwandlung der irralionalen erg 
in einen Kettenbruch. . . 31. IV. 343. 16. 
Bemerkungen zu einer gewissen "Methode, die Gleichung eines ‚ durch 
vier Puncte gehenden Kegelschnitts auszudrücken. . ». . 2... I 8. 


d. Dr. S. Aronhold, zu Berlin. 
. Zur Theorie der homogenen Functionen dritten Grades von drei 
PERISBEER. - 1. niet ee er 
6. Dr. 0. G. D. Aubert, Professor der Mathematik 
zu Christiania in Norwegen. 
. Bemerkungen zu den Aufgaben und Lehrsätzen Band 2. S. 96 bis 98. . 1. 168. 


7. Aubertin, Notar zu Mülheim bei Cölln a. R. 

. Einige Andeutungen über ein neues Coordinatensystem, und Anwen- 
dung desselben auf die Aufgabe: In einem gegebenen Kegelschnitt 
ein Dreieck zu beschreiben, dessen drei Seiten durch gegebene 
N EEE 
S. Dr. E. F. August, Director des Cöllnischen Gymna- 

siums zu Berlin. 

‚ Eine Eigenschaft des Kreises. , 
Elementar - stereometrischer Beweis für die Anwendung der allgemei- 
nen Cubaturformel für Körperstumpfe auf solche Körper , die durch 
Baden eines Kegelschnitts um eine Haupt-Axe entstehen. wit are 
9. Dr. R. Baltzer, Oberlehrer vom Gymnasio zu Dresden. 

. Behandlung einiger Grund-Aufgaben der analytischen Geometrie im 
schiefwinkligen Coordinatensysteme . . 2 2 2 2 2 2 2 20 
10. Bellavitis, Professor an der Universität zu Padua. 

. Nouvelle regle pour reconnaitre en plusieurs cas l’absence de racines 
rcelles d’une equalion algebrique dans un intervalle donne. 

11. Dr. Bauer, zu Stettin. 


Beweise einiger geometrischer Lehrsälze. 


12. Dr. A. T. Bergius, Professor an der Universität zu 
Upsäla. 


. De orbitis cometarum ex observationibus determinandis commentalio. 


13. Dr. Ant. Bernardi. zu Modena. 


. Intorno agl’intimi movimenti osservati nei muri dell’ osservatorio di 
Modena. . 


14. Dr. Beyer, zu Neu-Stettin. 
. Verschiedene mathematische Aufgaben und Sätze. . . 








A. 


i. In determinationem coöfficientium C, in pag. 277 seq. tom. XXV hujus 

Diarii relatorum (Grunert No.11). . ng 28 
16. B. Buoncompagni, Mathematiker zu Rom. 

1. ee sur les integrales definies. Pe; ® 25 
17. . C. A. Borchardt, Universitätsdocent zu Berlin. 

Il. Neue ea der Gleichung, mit deren Hülfe man die seculären 
Störungen der Planeten bestimmt. . . . 30, 

2. Application des transcendantes Abe&liennes A la theorie des fraclions 
CORMNBEN. :.... Aibiz . Be ET 
19. V. EEE REN Akudumiker. zu St. Peteiihait: 

1. Auflösung der Aufgabe No. 19. S.99 Bd.2. Heftl. . ». 2. ....9 

19. Dr. Brenneke, damals zu Berlin. 

1. Wi TEE u > 8 ee I 

20. C. A. Bretschneider, Professor der Mathematik 
zu Gotha. 

1. Beiträge zur sphärischen Trigonometrie. . » 2 2 2 2m 2. Er 

2. Theoriae logarithmi integralis lineamenta nova. . NEN, ° 

3. Tafeln für die Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. re 

21. Brioschi, Professor an der Universität zu Pavia. 
1. Sur quelques questions de la geomelrie de position. . . . 0. 
2. Sur deux formules relatives a la theorie de la decomposition de 


2. 
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B. Ü. 


15. Dr. E. G. Björling, Professor der Mathematik an 


der Universität zu Upsäla. 
k 


fractions rationnelles. » 9p: ä a & 


Additions ä Yartiele No. 15. page 239 de ce tome. 50 
22. Brix, Geheimer Regierungsrath zu Berlin. 
Über die Bestimmung des Inhalts und des Schwerpunels einer ge- 
wissen Galtung von Körpern, die zwischen zwei parallelen Endflächen 
enthielten ad: ur, % ae 2 DE EN ER 
23. Dr. ©. J. Broch, Piokälhie de Mathematik zu 
Christiania in Norwegen. 
. Sur quelques proprietes d’une certaine classe de fonclions trans- 
DO le Laer ee a 
r . . Sy +1 » p > p I (23. 
Mömoire sur les fonctions de la forme fa” "”" fia)tRa)) "or. 123 
Auflösung einer geometrischen Aufgabe. . . » . 2 2.2.2..2...40. 
24. Ch. Brooke, Professor der Mathematik 
zu Cambridge. 
. Solution of the partlial-differential equation to Ihe motion of sound 
2, due Baar ia a ee te) 


25. Brune, Rechnungsrath zu Berlin. 


. Gröfstes Quadrat im Dreieck... -. :. : . x "2 2 202 27.2.8. 


». 


A 


IV. 


IV, 


II. 
1. 


II. 


1. 
. W. 


ll. 


ll. 


1. 
. M. 
1. 


11. 


IV. 
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E. R. 
284. 5. 
74. 23 
38, 8 
69. 36. 
u. A 
319. 5. 
SET 
45\ 23, 
257. 29. 
1. 23. 
a 1%, 
239, A. 
318. 4. 
129. 17. 
178. 11. 
145) a 
a0 
233. 2. 
260. 2. 
365. 2. 





a. 
. Neue Sterblichkeits - Tabellen für Witiwencassen. . . . 2... 16. 
16. 
16. 
. Eine Eigenschaft des Viereeks. ». u. st ara >> Ber 


») 


B. ©. 
Auflösung der Aufgabe No. 5. 8. 375. . 


26. Dr. Bruun, Professor zu Odessa. 


Einiges von. Kogelschullen. ", 7.42.) „u RAR AI HERE 


27. Burg. Professor der Mathematik zu Wien. 
Allgemeine Entwickelung von (#-+«)”. 


2. Beweis für das Kräften - Parallelogramm. ; 
3. Über die Existenz der Wurzeln einer höhern Gleichung TR einer 


. Sur quelques proprieles des determinants gauches. 


Unbekannten. u a u Fe en 
28. E. Catalan. Professor der Mathematik zu Paris. 


Mete sur l’öqualion. "N EB. na ae ee a 


29. A. Cayley, Professor der Mathematik zu London. 


Note sur deux formules donnees par M'“. Eisenstein et Hesse. . . 29. 
Memoire sur les hyperdeterminanis. - . . x» 2. 2. en... 

31. 

34. 
0 .3e 2 (ei Re 38. 
3. Sur quelques theoremes de la geometrie de position. . . . .. 38 
41. 
41. 


. Probleme de geometrie analytiue. . » 2 2 2 2 2 2 22. 31. 


32. 
I38, 


Recherches sur l’elimination et sur la theorie des courbes. . . . 34. 


. Mote: dur les RYDOTOHRREREE. u. a a re achten re 
. Note sur los Tonclions eREmB. : 1.7. N a 
. Note sur les fonctions du second ordre.. . . 2 2:2 202 220.88. 
. Note sur quelques formules relalives aux coniques. . . 2. .2...3. 
. sur le probleme des contacis. . . a RIP AR 
2. Note sur un systeme de cerlaines formules. re > ern 
Note sur quelques formules qui se rapportent ä la multiplication des + 


lonclions elliptiques. 


Memoire sur les coniques inscrites dans une m&me surface du second 


BE. +. ; a Se RT En ne Sn a 9 
Note sur l’equalion Pe RR U rei wre RT 


Note sur la theorie des Hyperdeterminanls. . . 2. 2 2 22020. 22. 


Nouvelles recherches sur les Covarianis. - : : 2 2 2 2 2.2.47. 


Sept differents m&moires d’analyse: 
I. Reponse Aa une question proposee par Mr. Steiner. 
II. Sur un Iheoreme de Mr. Schläffli. 
III. Remarques sur la notalion des fonctions algebriques. 
IV. Note sur les covariants d’une fonction quadralique, cubique ou 
biquadratique ä deux indeterminees. 0. 
V. Sur la transformation en elle meme d’une fonction quadralique 
par des substitulions lineaires. 
VI. Recherches ulterieures sur les determinants gauches. 
VII. Recherches sur les Matrices, dont les termes sont des fonclions 
lineaires d’une seule indeterminee. 


41. 


Note sur laddition des fonctions elliptiques. 2 Glos iii . 4. 
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94. 
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. 213 
: 28 
97 
101 
66 

... 
. aa. 
119 
93 
30. 
148, 

a .° 
105. 
1. 

4. 

14. 
16) 
s5| 
57. 


LY:8. 
LM 
IV. 368. 
II. 109. 


IV. 277. 
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A. B. ©. D. E. F. 
30. D. Chelini,. Professor der Mathematik zu Rom. 
1. Jacobi in Roma (articolo necrologico). -. -. . . 2.2.2.2..42. 1 9. 1 
3l. Dr. Th. Clausen. damals zu Altona. 
Eh ER Se a a En cr a 3 5 Tin ve 
2. Die Function Fr ®- 4 durch die Anzahl der « ausgedrückt... 3. 1. 8%. 2. 
a+ — 
a 
3. Über die Fälle, wenn dieReihey=1+—- Erle AR Ari) #.. 
y 


ein Quadrat von der Form 


a’ A ö a’ (a +1) ) A@'+1) öl (+) 








a m 747 _— u ‘ T ‘ 
set x+ 5 Ten FI FL + ) hat. mn 0: 3, 
4. Beitrag zur Theorie der Reihen. . en 3 
5. Geometrische Sätze. 3. 11%. 3 
6. Demonstralio duarum cel. Guussü proposilionum. 3. I. 311. 4. 
7. Auflösung einer analylischen a a We A. 
8. Zwei Aufgaben. .. m; 1 
9. Beweise verschiedener Sätze. 4. II. 278. 3 
10. Summirung verschiedener, nach den Sinussen oder Cosinussen viel- 
facher Bogen fortgehender Reihen. 4. II. 281. 6. 
11. Auflösung einer geometrischen Re 4. IV. 391. 4. 
12. Über Interpolation. >. BI. 305. 9. 
3. Über Centrifugal- Pendel- Uhren. 3. II. 314. 2. 
14. vr em, a ag der Reihen 
1 1 1 A ai i 
er iv, "on I+n+ 157 t 19? ZZ Kae 2 5. IV. 380. =. 
15. Über die OR der Bo der Haupt-Umdrehungs-Axen eines 
Körpers. . . ei wi 3. 
16. Auflösung zweier Aufgaben aus der sphärischen Trigonometrie, ie T, 
17. Über mechanische Quadraturen. . . 6. III. 287. 3 
18. Alia solutia problematis a cel. Gauss in opere „Demonstratio allra- 
ctionis, quam etc.” tractali. . . 6. I. 290. 6. 


19. Auflösung der Aufgaben No. 1. und 2, des Herrn Steiner "Bd. 2. S. "96. 6. IV. 484. 4. 
20. Über den Stillstand der Planeten oder Cometen in seiner schein- 


baren, aus einer andern beobachteten Bahn. 6. IV. 408. 6. 
21. Auflösung einiger arithmelischen und geometrischen Aufgaben. 2: 8:30 6. 
22. Beweis einiger geometrischen Sätze. SEE 3. 
23. Geometrische Auflösung der Aufgabe: In einem Kegelschnitt ein 

Dreieck zu beschreiben, dessen Seiten a durch die gege- 

benen Puncte A, B, © gehen. de A Wer © 
24. Eine neue Art, die Zeit und die Polhöhe zu "bestimmen. ei, 0 
25. Über die Formirung der Bedingungsgleichungen zur Verbesserung 

einer Planeten- oder Cometenbahn. . tete A A, 
26. Über die Werthe der Reihen R, = a und 

5, =1"—3"+5"— ts. Mu 4. 
27. Auflösung einer geometrischen Aufgabe. 7. 1.143. 2. 
28. Beweise der ersten Sätze der numerischen Facultäten. 7. I. 234. 3. 
29. Demonstrationes theorematum, et solutiones problematum quorundam 

a cel. Hill vol. 7. p. 102 propositorum. 7. WW. 309. 5. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd.L. Heft 4. 44 





Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 


Auflösung einiger Aufgaben in gegenwärligem Journale. 
Über die Lerlegung reeller gebrochenen Funclianem. 


| 
Über die Function Siny Fer Sind. 
Aullösung der Aufgaben 1. S. 520 Band 8. Aue 5 
Beweis des Lehrsalzes des Herrn Steiner No. 34. Band 2. S. 192. 
Beitrag zur Theorie der krummen Linien dritter Ordnung. 
Vier neue mondförmige Flächen, deren Inhalt quadrirbar ist. 


32. . Dr. R. Clausius, damals zu Berlin. 
Über die Lichtzerstreuung in der Atmosphäre. 


Über die Intensität des durch die Atmosphäre refleclirten. Sonnen- 
lichtes. Fortsetzung von No.1. 


33. E. Collins, Staatsrath und Akademiker zu Petersburg. 


Neuer Beweis der Zerlegbarkeit ganzer Funclionen in reelle Fac- 
toren vom ersten und zweiten Grade. 


34. A. A. Cournot. Professor der Mathematik zu Paris. 


Memoire sur le mouvement d’un corps rigide, soutenu par un plan 
lixe. 


Suite de ce memoire. 


309. A. L. Crelle, Herausgeber dieses Journals. 


Über die Schwungpumpe. 

Bemerkungen über die Abhandlung No. 4. 3. S.37 Heft I. Bd. 1. 

Von der Form Jlänglicher Räder, durch ee sich die Ungleichheit 

der Wirkung der Kurbeln vermindern läfst. 

Demonstration nouvelle du iheoreme du binome. 

Necrologe de Mr. äÄbel. . re rar mb Sir 
Memoire sur la convergence de la serie du binome; pour faire suite 

a la d&emonstration du theor&me du binome, donne tome 4. p. 305. . 
Recherches sur les expressions des puissances des cosinus et sinus 

des ares mulliples, et sur les expressions reciproques. 

Theoreme sur les nombres. © 
Bemerkungen zu der Abhandlung No. 26. "Band 6. S. 305, den Aus- 
druck des körperlichen Inhalts der Pyramide betreffend. . . . 
Memoire sur la theorie des Pen des fonclions angulaires et des 
facultes analyliques. i 

Table des racines primitives etc. pour les nombres premiers depuis 

3 jusqu’a 101; preced& d’une note sur le calcul de cette table... . 9. 
9. 
10. 


Memoire sur la decomposition de fractions algebriques rationnelles. . | 


3. Comment, dans la trigonomelrie spherique, les formules de Gauss, 

et les analogies de Neper, qui en decoulent, peuvent &lre tirdes 

immediatement et facilement des formules fondamenteles: 2 th 

Die Sätze von Fourier und Sturm zur Theorie der algebraisc hen 

Gleichungen. . . ee RE HH 
5. Wie sich die Division mit Zahlen erleichtern und’ zugleich sicherer 

ausführen läfst, als auf die gewöhnliche Weise. -. » » - 2. 18. IIL 209. 
). Zur Theorie des Kreises. . . MO UPIERITT u mn 53 


7. Dümonstration @lömentaire du Ih6oröme de Wilson generalisc. BR A. RR. 





21. 
22. 
23. 


24. 
25. 


26. 
27. 


28. 
29. 
Ss. 
31. 
32. 


33, 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 
41. 
42. 
43. 


44. 





25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 


Einige Bemerkungen über die Mittel zur Schätzung der Convergenz 
der allgemeinen Entwicklungsreihen mit Differenzen und Differentialen. 


‚ Nachruf an (. Reimer sen. 


Encyklopädische und elementare Darstellung der Theorie der Zahlen, 
27.1.6; 27. 1. 107; 27. IV. 350; 28. I. 11: 29. 1. 58; 29. II. 103. 
Bemerkungen zu der Abhandlung No. e von Öttinger. 

Bemerkungen zu der Abhandlung No.2. von Slonimsky. Een 
Demonstration d’un theoreme de Mr. Slonimsky sur les nombres; 
avec une application de ce Iheoreme au caleul de chiffres. 

Note sur la division abregee en arithmetlique. nr; 
Memoire sur les difförentes manieres de se servir de l’@lastieit de 
Pair atlmospherique comme force motrice sur les chemins de fer. 
Une de ces manieres conslilue les chemins de fer atmospheriques 
proprement dits. 
Zur näherungsweisen Kreis - Quadratur. a 
Anmerkung zu $. 1. der Abhandlung von Öttinger No. 5. über die 
analylise hen Facultäten. \ 

Ein eigenthümlicher analytischer Fall bei der Theorie der Kurbel. 
Geometrische Aufgabe, nebst Auflösung. 

Notiz über A. Göpel. 

Über Sparcassen. (S. auch Nachtrag No. 435. 

Additions aux remarques de Mr. Prehn (No. 1.) sur le memoire de 
l’editeur No. 25. 

Pendule ä mouvement perpötuel. 

Biographische Notiz über Herrn Prehn. 

Notiz über Gundermann. BR N, O0} A ANA ENREE 
Tafeln der kleinsten positiven Werthe von x, und x, in der ganz- 
zahligen Gleichung ax, = «a,r, +1. 

Eine“ eigenthümliche Eliminationsrechnung. 

Aufgabe nebst Auflösung. ! 
Über die Sätze vom Parallelogramm der Kräfte, und vom ı Hebel: so 
wie vom Parallepipedum der Kräfte. ‘ 
Zwei Zahlen- Aufgaben; die erste mit der Auflösung, die zweite 
noch aufzulösen. 

Zur Theorie der Ebene. 

Geometrische und analytische Aufgaben. 

Über den Unterschied zwischen theoretischen und practischen Zinsrech- 
nungen. (Nachtrag zu No. 31.) 

Eine Eigenschaft der Zahlen. 


36. Z. Dahse. Köchähktinstler aus Hamburg. 


Der Kreis-Umfang für den Durchmesser 1, auf 200 Decimalstellen 
RE Me: zei bringe We RO 20 Sal Si Aerens- Aaası DR Aa oc 
37. A. v. Dawidof, damals in Moskau. 
Über die Gleichgewichts-Lagen eines mit seiner ganzen Grundfläche 
in eine Flüssigkeit getauchten geraden dreiseiligen Prisma. 


38. Dr. F. Deahna, damals zu Cassel in Hessen. 


. Neuer Beweis für die Auflösbarkeit der algebraischen Gleichungen 


durch reelle oder imaginäre Werthe der Unbekannten. 
Über die Bedingungen der Integrabilität lineärer Differentialgleichungen 
erster Ordnung zwischen einer beliebigen Anzahl veränderlicher Gröfsen. 


32. 
132. 
132. 


gi 


bis £ 


©. 


0. 


29 


39. 
34. 


34. 


39. 


39. 


40. 
41. 


41. 


42. 


42. 
43. 


44. 


44. 
45. 


45. 


49. 
so. 


27. 


38. 


20. 


20. 
44° 


. 11.2 
A 


Il. 
ı. 


m. 
ll. 


1. 
1. 
» 3, 
32. 


11. 
11. 


IV. 
IM. 


II. 
in. 
IV. 


II. 
IV. 


IM. 
IV. 
II. 


IV. 
1. 


IM. 


II. 


IV. 
IV. 


284. 
189. 


215. 
167. 
14) 


1241 
231 


311) 
91. 


65. 
276. 
282. 
A 
183. 
193. 
217. 
364. 
280. 
299, 

37T. 

SS, 
220. 
317. 

15. 
283. 


349. 
187. 


198. 


158. 


33T. 
340. 





12. 
10. 


10, 








244 25. Verzeichnissse des Inhals und Umfangs der Bände 1 


a. B. 
39. Dr. ph. Dedekind, zu Göttingen. 


1. Über ein Eulersches Integral. ’ Sn ul rn Maar Sat Saar Sa 
2. Bemerkungen zu einer Aufgabe der Wahrscheinlichkeits - Rechnung. : 
3. Ein Satz aus der Theorie der dreiaxigen Coordinatensysteme. 


40. Ch. Despeyrous, Professor der Mathematik zu Paris. 
. Recherches sur les surfaces isothermes, et sur l’attraction des ellipsoides. 
41. Dr. J. Dienger, Professor der Mathematik am 
polytechnischen Institut zu Carlsruhe. 


. Die Lagrangesche Formel und die Reihensummirung durch dieselbe. 

. Die allgemeinen unendlichen Reihen in der Analysis und ihre Dar- 
stellung” in geschlossenen Ausdrücken. 

3. Über die bestimmten Integrale mit imaginären Grenzen. 

. Zu Dr. Pohls Schrift „Der Electromagnelismus und die Bewegung 
der Himmelskörper.” ; 
Anwendung der bestimmten Integrale zur Reihensummirung; nebst 
Bemerkungen über die unendlichen Reihen und die bestimmten In- 
tegrale überhaupt. EEE TE RN is 
Ableitung einiger bestimmten Integrale aus den Formeln der Ab- 
handlung Nr. 3. 

. Einiges zur Zahlenlehre. ’ 

. Über ein merkwürdiges, aus einem "Eulerschen Satze sich 'ergeben- 
des Theorem. 

9. Summirung der Reihen 





r r+1)(r+2). 
Henn CH renang... tr. (et 


und 





Ion cusnp 


(r+1)osin p+! De ' 2 sind... HT DE ag 


. Einige Reihensummirungen, vermittelt durch die bestimmten Integrale 
rn © [a . 
/ e—eX cosbr.OxX und / e=*sindbxr.OR. . 
0 0 


x - 1 0% 
‚. Über das Integral / — - . 
8 (a x3)’ +1 (1—z)!-” zn 


N 
2. Die Layrangesche Umkehrungsformel. Directer Beweis des Taylor- 
schen Satzes. Near er Alk 
3. Summirung einiger Reihen, vermittelt durch die PRFEEENNO der 
Potenz A— ar — cer!)—". ie 
. Summe von Reihen, ausgedrückt durch bestimmte Integrale. "Anwen- 
dung dieser Sätze. 











42. +Dr. Dietlein, weiland Oberbauinspector zu Berlin. 
. Zur Theorie der allgemeinen Br, udn der Wellen. 
2. Zur Theorie der az 
43. . Dippe, N zu Halle. 
. Über einige u - Lehrsätze des Herrn Prof. Steiner. . 
44. Dr. M. G. Lejeune Dirichlet, Akademiker und 
Professor der Mathematik zu Berlin. 


. Recherches sur les diviseurs premiers d’une classe de formules du 
qualricme degre. 








AR. 
2. 
3. 
4. 
>. 


— 
wir 


Y. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 


- 


15. 


16. 


17. 
18. 


19. 


DO. 
21. 


22. 
23. 
24. 


25. 


26. 


> 





B. 
Memoire sur l’impossibilite de quelques Kg indetermindes du 
cinquieme degre. 
Demonstrations nouvelles de quelques Ihöoremes relatifs“ au nombres. 
Question d’analyse indetermince. 
Note sur les Integrales definies. 


. Sur la convergence des series trigonomötriques qui servent a repr6- 


senter une fonction arbitraire entre des limites donnes. . e 
Solution d’une |. relative a la theorie math@matique de la 
chaleur. 


. Demonstration d’une propric 16 analogue a la loi de nöeiprociti aui 


existe entre deux nombres premiers quelconques. 

Demonstration du theoreme de Fermat pour le cas des 14mes puissances, 
Sur les integrales Euleriennes. 

Sur les series dont le terme general döpend de deux angles, et qui 
servent a exprimer des fonclions arbitraires entre des limites donnees. 
Sur l’usage des m ales definies dans la sommation des series finies 
ou infinies. 
Sur la maniere de resoudre l’equation 5 op! 1 au | moyen des 
fonctions circulaires. 

Sur l’usage des series infinies dans la theorie des nombres. 


Recherches sur diverses applications de l'analyse infinitesimale ä la 
Iheorie des nombres. 


gr aus einer, der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 
März 1840 vorgelesenen Abhandlung. . 

Useincbungen über die Theorie der complexen Zahlen. 

Recherches sur les formes RATTEN a coefficients et a indeter- 

minees complexes. 

Sur un moyen general de verifier ’expression du potentiel relatif 

a une masse quelconque, homogene ou heterogene. . 

Über die Stabilität des Gleichgewichts. 

Über die Reduction der positiven ET Formen mit drei ı un- 

bestimmten ganzen Zahlen. . . 

Über die Zerlegbarkeit der Zahlen in drei Quadrate. 

Nachricht über Jacobi’s wissenschaftlichen Nachlafs. 

Über den ersten der von Gau/s gegebenen Beweise des Reciprocitäts- 

Gesetzes in der Theorie der quadratischen Reste. 

Über ein die Division betreffendes Problem. . ’ 

De formarum binarium secundi gradus compositione. . 


45. + Dr. E.H. Dirksen, weiland Professor und Akademiker 
zu Berlin. 


. Über die Zerfällung einer echtgebrochenen Function in einfache Par- 


tialbrüche. 
Bemerkungen über die Lagrangesche Interpolationsformel. 
Über die "Convergenz einer nach den Sinussen und Cosinussen der 
Vielfachen eines Winkels fortschreitenden Reihe. 

Über die Auflösung der numerischen Gleichungen mit einer Un- 
bekannten. 


C. 


17. 


IS. 


21. 
22. 


24. 


32. 
32. 


. ML. 
40. 
42. 


47. 
AT. 
47. 


14. 


Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


.: 
IV. 


IV. 
I. 


ll. 
. MI. 
IV. 37 


. IV. 5° 
a 28 


11. 
Im. 
(19. IV. 
(21. 


u 


IV. 
IV. 


m. 
m. 


1. 
N. 
1. 


. M. 
ll. 
IV. 


286, 
259. 
324) 
134) 


y8. 
37. 


291. 


33. 
221. 


170. 
316. 





SV. 


I 


s1. 


mu _ u 


Pax 


D 


14. 





Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


WB. ©. D. E. F. 
46. Dr. Druckenmüller, Director des Königlichen 
Gewerbe-Instituts zu Berlin. 
Über derivirte Linien. 
Über die Zapfenreibung bei ste henden W ellen. 


47. Dumas, Schulamts-Candidat, früher Mitglied des ma- 
thematisch-physicalichen Vereins zu Königsberg in Preufsen. 
Über die Bewegung des Raumpendels, mit Rücksicht auf die Rotation 
der Erde. te Be etz \ 

48. F. Eberty, damals zu Berlin. 
Beweis der Lehrsätze Band 2. Heft 3. No. 54. $. 287. 


49. Dr. ©. Eisenlohr, Professor der Mathematik und 
Physik zu Carlsruhe in Baden. 
Entwicklung der Functionsweise der Bernoullischen Zahlen. . . . 28. A, 


. Vollständige Aullösung der ceubischen Gleichungen durch die Methode 
der Wursei- Diferangon, u 5 _, tee De u ee . 111. 236. 


50. + Dr. G. Eisenstein, weiland Privatdocent an der 
Universität und Akademiker zu Berlin. 

Theoremes sur les formes cubiques, el solution d’une equalion du 

quatrieme degre a qualre indetermindes. . ». 2 2 2 2 2 202 0..RT. 

Über die Anzahl der quadratischen Formen, welche in der Theorie 

der complexen Zahlen zu einer reellen Determinante gehören. . . 27. 
. Allgemeine Auflösung der Gleichungen von den ersten vier Graden. 27. 
. Aufgaben (aus der Zahlentheorie). . . a ee © 

Untersuchunge n über die ceubische Form mit zwei 'Variabeln. Tr 

Über eine merkwürdige identische Gleichung. . . TE te” 

udn ab über die elliplischen und Abelschen Transcendenten. 27. 


Br 
DD 0 m 


rg! 2 - ” ur. 
Transformalions remarquables de quelques series. een lee 


‚ Beiträge zur Kreistheilune. . . a er ch 
Lehrsätze und Aufgaben aus der Suiientheneie. Re ee  - 
Elementare Ableitung einer merkwürdigen Relation zwischen zwei 
ungleichen Producten. . . u 9 
Beweis des Reeiproeiti itssalzes für die cubischen Reste in de r Theorie 
der aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengeselzten Rt 27. 
Zahlen. 
Über die Anzahl der quadratischen Formen in den verschiedenen com- 
Dumme TReoHiBeN, + u... 0 ae ne ne. Be 


u au i /a 
Einfacher Algorithmus zur Bestimmung des Werths von (2). u, * 
‘Od 


. Eigenschaiten und Bezeichnungen der Ausdrücke, welche bei der 
Auflösung der allgemeinen eubischen Gleichungen "erscheinen. . . 27. 

). Neuer und elementarer Beweis des Legendreschen en 
Gesetzes. . . . Jar aeg st a 

. La loi de reeiproeite, liree des formules de Mr. Guss, sans avoir 
determine prealableme m le signe du radical. . . . PSP IRET 
. Neuer Beweis und Verallgemeinerung des binomischen Lehrsalzes. ıR8. 


RE VE ee ee Ve 
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A. B. ©. D. E. FE. 
20. 1a :00 röcmedi  .eıe; 5 45, 
21. Aufgaben aus der Algebra. . . u. am. 1. 
22. Einfacher Beweis, und Verallgemeinerung des Fundamentaltheorems 

für die biquadratischen Reste. . . 28. III. 223. 23. 
23. Geometrischer Beweis des Fundamentaltheorems für die quadralise hen 

Ba ;; . 28. III. 246. 3. 


24. Allgemeine Untersuchungen über die Formen“ dritten Grades mil drei 28. IV. 289) 14 
Variabeln, welche der Kreistheilung ihre Entstehung verdanken. a8, Il. 19| 

25. Theoreima (analylicum). N DER, DR L 1. 

26. Application de l’algebre a "arithmetique transcendante. nee. ie IT 8 

30. MI. = 

2. 1.5 


35.1 m" SO. 


27. Beiträge zur Theorie der elliplischen Functionen. 


35. II. 185 
28. Notiz über Parlialbrüche. . . . . Te 6 m ' 
29. Neue 'Theoreme der höheren Arithmetik. . hehe: MU. 
30. Aufgaben und Lehrsätze. . . .'35. DL 275. 2. 
31. Note sur la representation d’un nombre par la somme de eing « carres. 35. IV. 368. 
32. Zur Theorie der quadratischen Zerfällung der Primzahlen 8nr +3, 
nn a Re ir ur 
33. Über die Irreduetibilität und einige andere Eigenschaften der E ll. 160, 


— 
“ 


Gleichung, von welcher die Theilung der ganzen Lemniscate /39. Ill. 224) 94. 

RRREE = 3 =. 240 a Na. ir ie a TO 080 
34. Lehrsätze. . . re 8 
35. Über ein einfaches Mittel zur  Auffindung der höhern Reciprocitäts- 

geselze und der mit ihnen zu verbindenden Ergänzungssätze. . . 39. IV. 351. 14. 
36. Tabelle der reducirten positiven ternären quadratischen Formen; nebst 

den Resultaten neuer Forschungen über diese Formen, in besonderer (41. 11. 141} 66 

Rücksicht auf ihre tabellarische Berechnung. . . . . 2... „141. II. 227| 
37. Auszug eines Schreibens von Herrn Prof. Richelot.. *. . . . . 44. IM. 261. 8. 

91. Dr. Enke, Director der Sternwarte, Professor und 

Secrelair der Akademie der Wiss. zu Berlin. 

1. Allgemeine Auflösung der numerischen Gleichungen. . 22. II. 193. 56. 
2. Bemerkungen zu der a: No. 22. Band 26. S. 333 Bel 2. 

von Reuschle). . 4:3 ai . 28. II. 213. 10. 

52. 7 Dr. J. A. Eytelwein, zu Berlin, weiland Ober- 

Landesbaudirector etc. 
1. Von der Bestimmung der Wassermenge eines Stromes. . ... 1 111. 
53. Fasbender, damals Conrector zu Iserlohn. 

1. Beweis eines vom Herrn Professor Steiner aufgestellten Lehrsatzes 

Band 15. Heft 1. No. 26.1. . . 25. I. 186. 3. 
2. Ein Vieleck mit gegebenen Seiten ist am gröfsten, wenn seine Ecken 

in einem Kreise’liegen. . . 26. 11. 181. 2. 
3. Über die gleichseitigen Dreiecke, welche um ein n gegebenes Dreieck 

gelegt werden können. . . 30. I. 230. 2. 
4. Auflösung einiger vom Herrn Professor Steiner Band 16. Heft 1. 


No. 12. gestellten Aufgaben. 


348 25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


A. B. ©. 
34. L. Feldt, Professor der Mathematik zu Braunsberg 
in Ostpreufsen. 
‚ Neuer Beweis der Gaussischen Formeln in der sphärischen Trigo- 
DERSEE: » : . .:  >....6agrn Ai ee a ae Er ne Zu 
55. Dr. A. Fischer, damals zu Königsberg in Pr. 
. Resolutio algebraica aequationis @’—1=0.. . ...2... 1. 
56. + Dr. W. A. Förstemann, weiland Professor der 


Mathematik zu Danzig. 
. Aus der Gleichung 


v(a+xr) + Yvla,+x )+Yl(a,+a )+YVla, 74 )+V( (a, +) + YV dl, +2) =0, 
wo die «a von LaiEr verschiedene gegebene Gröfsen sind, x zu 
finden. 
. Geometrische Aufgaben. 
3. Umkehrung des Ptolomäischen aines. 
‚ Einfacher Beweis eines Satzes der Consbinationsichre. 
5. Über das Rationalmachen algebraischer Gleichungen. 
57. Frh. v. Forstner, Königlich-Preufsischer Obrist- 
Lieutenant zu Berlin. 
. Über den innern Grund der Erscheinung der Aberration des Lichtes. 20. 


58. Dr. M. L. Frankenheim, damals zu Breslau. 
. Einige Sätze aus der Theorie der geraden Linien. 


99. Dr. G. Friedländer, Königlicher Bibliothekar 
zu Berlin. 


. Leonhardi Euleri commentatio de matheseos sublimioris utilitate; ex 
OR A. », =.» a ‚0 eh a er ee Be Se 


60. Dr. Garbinsky, Professor an der Universität und 
Director der polytechnischen Schule zu Warschau. 
. Quelques observations sur les qualre droites donndes dans ER 
et non comprises deux a deux dans un meme plan. at 
61. + Dr. Gaufs. weiland Geheimer Hofrath und Pruliuen 
zu Göttingen. 


. Beweis eines algebraischen Lehrsatzes. 

2. Über ein allgemeines Grundgeselz der Mechanik. 

3. Elementare Ableitung eines, zuerst von Leyendre aufgestellten Lehr- 
satzes der sphärischen Trigonometrie. 


62. Dr. Gerling, Professor der Mathematik zu Yehbers. 
Fragment über die Begründung des Begriffes der Ebene. . 


63. Mad. Sophie Germain, zu Paris. 


{. Memoire sur la ei des surfaces. 


. Note sur la maniere dont se composent les valeurs de y et 2 dans 
4 (ar —1) 
l’equation = y’+pz” el celles de y’ et x’ dans l’equation 


x—1 
Pan} 
u ann. 1 ZB — Y Pe 27': 


1 














PRErBER" 


10. 
11. 
12. 


13. 





Crelle’s Journal f.d.M. Bd.L. Heft 4. 


25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


B. 
64. Gerwien und v. Holleben, damals Königlich- 
Preufsische Hauptleute. 


. Anzeige ihrer „Aufgaben, Systeme und Sammlungen aus der Geo- 


metrie, etc.” 


65. Gerwien, damals Königlich - Preufsischer Hauptmann. 


. Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen geradlinigen 


Figuren in dieselben Stücke. . 
Zerschneidung jeder beliebigen Menge verschieden "gestalteter Fi- 
guren von gleichem Inhalt auf der Kugelfläche, in dieselben Stücke. 
Beweise einiger für die Kugel Statt findenden Sätze. 

Einige geometrische Sätze. 


66. +Dr. A. Göpel, weiland Königlicher Bibliothecar 
zu Berlin. 


Theoriae transcendentium Abelianarum primi ordinis adumbratio. 
Über Projectivität der Kegelschnitte, als krummer Gebilde. . 
De aequationibus secundi BE indeterminalis. 

Curriculum vilae. 


67. . C. H. Gräffe, Professor der Mathematik an der 
Universität zu Zürich. 


. Beweis eines Satzes aus der Theorie der numerischen Gleichungen. 


68. Dr. H. Grafsmann, Professor der Mathematik am 
Gymnasio zu Stettin. 


‚ Theorie der Centralen. . 


Grundzüge einer rein geometrischen Theorie der Curven; mit An- 
wendung einer rein geometrischen Analyse. 

Über die Erzeugung der Curven dritter Ordnung durch gerade Linien: 
und über geometrische Definitionen dieser Curven. 

Der allgemeine Satz über die Erzeugung era Curven durch 
Bewegung gerader Linien. 


. Die höhere Projectivität und Perspeciivitä in der Ebene; dargestellt 
. 42. 


durch geometrische Analyse. 
Die höhere BIENEN in der Ebene; dargestellt durch Functions- 
verknüpfungen. 


. Erzeugung der Curven vierter Ordnung durch Bewegung gerader 


Linien. 
Allgemeiner Satz über die. lineale Erzeugung aller algebraischen 

Oberflächen. 

Grundsätze der stereometrischen Multiplication. . 

Über die verschiedenen Arten der linealen Erzeugung algebraischer 

Oberflächen. 

Die stereometrische Gleichung zweiten Grades, und die dadurch dar- 

gestellten Oberflächen. 

Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades, und die dadurch 

erzeugten Oberflächen. . 

Sur les differents genres de multiplication. 
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69. Ch. Graves, Professor an der Universität zu Dublin. 
. Elementary geometrical proof of Joachimsthal’s theorem. . . . . 42. I. 


0. 7G. Green; weiland Professor an der Universität 
zu Cambridge. 

An essay on the application of mathemalical analysis to the theories 

of electricity and magnetism. 39. I. 76; 44. IV. 356; 47. II. 161; 


71. Grüson,. Geheimer Hofrath und Akademiker zu Berlin. 
|. Zur Elementar-Geometrie. . 


72. Dr. J. A. Grunert, Professor der Mathematik an 
der Universität zu Greifswalde. 

. Beweis des Harriotschen zog u ee 
(c—1) , (ae —1) (a — 2) 

3(2—1) 2, (2 —1)(3— 2?) 

3. Einfacher Beweis der von Eis und Euler gefundenen Sätze von 
Figurennetzen und Polyödern. 

. Ein geometrischer Lehrsatz. 

+) Einige stereometrische Sätze. 

;. Demonstration d’un theoreme d arithmetique proposd dans les Annales 
de malhematiques de Mr. Geryonne tome 19. p. 256. 





2. Summirung der Reihe 1 — 28 


. Über die höheren Differentiale der Function z = ae! und über 
die Entwickelung einiger bestimmter Integrale. . f 

. Über die Verwandlung der Coordinaten im Raume. | 
Ableitung des Fer matschen und des Wilsonschen Satzes aus einer ge- 
meinschaltlichen Quelle. 

‚ Über Lambert’s Theorem von der Quadratur parabolischer Sectoren, 
und verwandte Sätze. 

, Über na! Summirung der Reihen von der Form 4 Ay (0), A p( Me, 
A,y(2 ... Angp(n)x", wo A eine beliebige constante Grölse, 
A, eine Haie bige und $(») eine ganze rationale algebraische Function 
der positiven ganzen Zahl » bezeichnet. 


73. 7 Dr. Gudermann, weiland Professor der Mathe- 
matik an der Universität zu Münster. 
Ein geometrischer Lehrsatz. 
2. Uber die Potenzial- Functionen. . 
3. Geomelrische Lehrsätze. 


. Combinatorisch-analylische Abhandlung enthaltend den Beweis der 
vier Summalionsformeln Band 3. S. 207. 
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6 

Theorie der Potenzial- oder eyclisch-hyperbolischen Functionen. . 6. 
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;. Tafeln zu No.5. gehörig. 7. 1. 72; 7. II. 176; 8.1. 64; 8. Il. 194; 
8. IH. 301; 9. I. 81; 9. I. 193; 9. II. 201; 9. IV. 362; 15. II. 173. 
. Geometrische Lehrsätze. 
. Über die analytische Sphärik. 
. Zu den Elementen der Geometrie. 
. Umformung einer Reihe von sehr allgemeiner Form. 
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A. B. ©. 
11. Beweis des Steinerschen Lehrsatzes No. 27. Band 2. S. 190, und Ab- 

leitung anderer, eben so einfacher Relationen. . . . 2 2 22.8 
12. Über die niedere BE = REG. SO al OO 
nme. Ne Er 7 
14. Analytische Aufgaben. . . Se A 7 
15. Analytische und geometrische Aufgaben. ne . 11. 
16. Die loxodromische Linie und ihr merkwürdiger Zusammenhang mit 

der sphärischen Keltenlinie. 11. 
17. Geometrische Lehrsätze; zu beweisen. 12. 
18. Lehrsätze, zu beweisen, und MURENGER zu dem Aufsatze No. 45 

Band 12. 12. 
19. Beitrag zur analytischen "Sphärik. Ei 13. 
20. Neue und directeste Methode, aus den gemessenen Höhen zweier be- 

kannten Sterne und der Zwischenzeit der beiden Beobachtungen die 

Polhöhe zu finden. k 0 
21. Integralia elliptica tertiae speciei reducendi methodus simplicior, quae) 44 

simul ad ipsorum applicationem facillimam et computum numoricum 14. 

expeditum perducit. er 
22. Methodus nova et simplex computandi valores integralium / "Pop 

y .p 14. 

et iteralorum Sjror; 7: Pop’ etc., in quibus P est functio( 15. 

qualiscunque quantitalis sinp sive cos, per series rapide convergentes. 

23. Einige Bemerkungen über elliptische Functionen. . RT 16. 
24. Series novae, quarum ope integralia elliplica primae et secundae) 16. 

speciei computantur, simul ea quorum moduli sunt conjugali 17. 
25. Aufgaben und Lehrsätze. BE ° 
26. Theorie der Modular-Functionen und der Modular-Integrale. 18, Iu:$; 

18.11. 142; 18 11.220; 18. IV. 303; 19.1.46; 19. 11. 119; 19. III. 244; 

20. 1. 62; 20.1. 103; 21. m. 240; '23. IV. 301; 25. I. 281. a 
27. De curvis aequidistantibus sphaericis disquisitiones generales. 25. 
28. Additamentum ad functionis /\(a) = e=*.r“1ö.r theoriam. 29. 
29. De curvis catenariis sphaericis dissertatio analytico - geomelrica. Fa 
30. De pendulis sphaericis, et de user) quae ab ipsis describentur, 

sphaeriecis. TER MAR k a 38. 
31. Die Gesetze der Succession einer Reihe sphärischer Kitise, von 

welchen jeder den nächstfolgenden und zugleich zwei feste Kreise 

berührt, deren einer im Innern des andern enthalten ist. 39. 


32. De integralibus 


Joy snc4(a+u)sne’t(a—u)) et Je a—hsn’i (a+u)sn’4{a—)). 39. 


33. "Entwickelung der Modular-Integrale oder der elliptischen Transcen- 
denten aller. Arten, nach Potenzen des Moduls, nach Functionen der 
Amplitude und nach neuen Functionen des Paramelers: sammt einer 


Theorie dieser neuen Funclionen. . 4. 
34. De arithmelice determinanda area oblongi sphaeriei e datis Iateribus, 

et de theoremate Pythagorae e planimelria in sphaericam evehendo. 42. 
35. Superficies ellipsoidis construitur e centro dato et e semi-axibus 

datis; et plana construuntur, quibus superficies tangentur. . AR. 
36. De curva quarli ordinis sphaerica, de circulari scalena. . 43. 
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7. Über die drehende Bewegung fester Körper um ihren Schwerpunct. 43. 


. Fundamenta trigonomelriae exactae; imprimis de lineis brevissimis, 
vulgo dictis geodaelicis, in superficie sphaeroidica. . . . 2... %8. 


74. Dr. C. Guetzlaff, Professor der Mathematik 
zu Marienburg in Westpreufsen. 


. Aequatio modularis pro transformatione functionum ellipticarum septimi 
1... EA re a a ea en 


75. Dr. Bierens de Haan, Öberlehrer der Mathematik 
am Gymnasio zu Deventer. 
. Über eine Sammlung von bestimmten Integralen. 


76. + Hachette, weiland Akademiker und Professor 
der Mathematik zu Paris. 


. Einige Bemerkungen über Flächen zweiter Ordnung BERN zu des 
Verf. Trait& de g&eom. deser. Paris 1822). . . . 1. 
2. Über die Krümmung der Flächen; nebst Auflösung eines besondern 
Falles aus der Perspective der krummen Flächen. ET 
3. Mala. ou Ich wurlacon Faabb. #2 ee ehe a 


77. Dr. Haedenkamp, zu Hamm in Westphalen. 


. De transformatione integralis N; °P wi 
(sin?v — sin? cos’ no 
. Auflösung der Aufgaben Band 17. - 289. #9 





3. Über Transformation vielfacher Ds 


. Über Abelsche Integrale. 
. Über die Wirkung des durch eine Drathspirale gehenden electrischen 
Stromes auf eine in der Spirale befindliche weiche Eisenmasse. 


78. Dr. P. A. Hansen, Director der Sternwarte 
bei Gotha. 


. Auszug eines Schreibens an den Herrn Prof. ©. G. J. Jacobi. . 


79. Dr Heilermann, zu Trier. 


‚ Über die Verwandlung der Reihen in Kettenbrüche. . ’ 
2. Über die Reste, welche bei AN OHNER des Sturmschen Satzes 
vorkommen. 


3, Über die Verwandlung der Keitenbrüche in Reihen. 


4. Independente Berechnung der Sturmschen Reste. 


30. v. Heim, Königlich Würtembergischer Oberst-Lieutenant 
zu Stuttgart. 


. Über die Gesetze der Biegung elastischer Körper. . . 37, 
. Beitrag zur Lehre von den Schwingungen electrischer fester Körper. 40. 


3. Zur Lehre von der Flugbahn der Artillerie-Geschosse. . . -. .» . 42. 


(46. 
. Beitrag zur Theorie der Bewegung der Räderfuhrwerke, mit Inbe- 146. 
oriff der Dampfwagen. late ten re ae an 
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81. Dr. E. Heine, Professor der Mathematik an der Uni- 
versität zu Bonn. 
I. Über einige Aufgaben, welche auf partielle Differentialgleichungen 














führen. . . us, . 20 Be 32. 
2. Beitrag zur Theorie der Anziehung und der Wärme. . ....... 29. I. 185. 24. 
1 1 1 . a ’ 
3. Summalion der Baia Bra ire FE Loire Faraaire für e=0. 31. IL 133. 3. 
4. Verwandlung von Reihen in Kettenbrüche. . . . . 2 2.2.....92. 11. 205. 5. 
5. Über die Reihe 
4 (y—1)( a (A) tt — NP —I)( at ‚32. I. 210) 97. 
(„17 —1) Nr Nr —n 134. IV. 285\ 
6. Abrifs einer Theorie der elliptischen Funclionen. . . . . ...99 I. 122. 16. 
7. Über die in der Gaussischen „Summatio quarumdam serierum sin- 
gularium” vorkommenden Reihen. . . . - 2 2 2 202 20... 839. IV. 288. 2. 
8. Theorie der Anziehung eines Ellipsoids. . . - . 2.2.0.4. 1 70. 13. 
9. Der Eisensteinsche Satz über Reihen - Entwicklung algebraischer 
Functionen.. . 2.06 ee ee 6 A En . Si: 
10. Untersuchungen über ganze Functionen. EEE 5 ou ee, 
11. Fernere Untersuchungen über ganze Functionen. . . . 48. II. 243. 24. 
12. Über die Entwicklung von Wurzeln algebraischer Gleichungen in 
Potenzreihen. . . nn. U De 78, 
13. Directer Beweis der Gleichheit zweier bestimmten Integrale. te BE. Ba M 
82. Dr. Heinen, Director der Realschule zu Düsseldorf. 
1. Auflösung der Aufgaben, und Beweise der Lehrsätze 5,6, 7, 8, 9 
im 4. Hefte S. 96 und 29, 30, 31, 32, 33 im 2. Hefte S. 191 des 
zweiten Bandes dieses Journals. . . . » 2 2 2 2200... 9. DI 28. 16. 
2. Lehrsätze, zu beweisen. . 16. IV. 374. 2. 
3. Problematis analylici, a cl. Hill hujus diarii Vol. 16. pag. ‘95 propositi 
solulio. . . Een 8 
4. Einiges in Bezug auf den Lehrsatz Band 2. No. 63. S. 29. ...18. 116 9 
5. Über einige Sätze des Herrn Prof. Steiner. . ne DR EEE U 
33. Dr. Hellerung, zu Wismar. 
1. Geometrischer Lehrsatz. . . . . Sa Be na en 1. 
84. C. Hermite, Professor aöi Mathematik zu Paris. 
I. Extraits de deux lettres de Mr. CA. Hermite a Mr. ©. G. J. Jacobi. 32. IV. 277. 23. 
2. Note sur la reduction des fonctions homog£nes a coäfficients entiers 
et a deux indeterminees. . . lc... sc © 
3. Sur la theorie des formes quadratiques ternaires. . . EZ 5 
4. Extraits de leitres de Mr Ch. Hermite a Mr. €. @. J. Jacobi sur 40. Il. 261) .- 
differents objects de la theorie des nombres. . . BO 40. IV. 279% 
5. Sur l’introduction des variables continues dans la Ihöorie des nombres. 41. III. 191. 26. 
6. Sur la theorie des formes quadraliques ternaires indefinies. . . . 47. IV. 307. 7. 
7. Sur la theorie des formes quadratiques. Premier m&moire.. . . . 47. IV. 313. 30. 
8. Sur la theorie des formes quadratiques. Second memoire. . . . 47. IV. 343. 26. 


85. Dr. O0. Hesse, Professor der Mathematik an der 
Universität zu Königsberg in Pr. 


i. Über Oberflächen zweiter Ordnung. . . . : 2 2.2.2.2... 418 IL 101. 18. 
2. De curvis et superficiebus secundi ordinis. . . . 2 2.2.2..2...20. IV. 285. 14. 
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Über die Constanten der Oberflächen zweiter Ordnung, von welchen 
beliebige neun Puncte gegeben sind. . . - . ie 
Über das geradlinige Rechteck auf dem Hyperboloid. 222 cr: 7 A 
De integratione aeı juationis u Setze partialis 
2-4 i % Ba NR or, 


an n—1a 7 
ON 04 n—] 


7 on 

; 3: 74 ; r, 2 LUn—1 =] = 0, 
designantibus A, 4, ls ya N functiones quaslibet variabilium 
Win. Zt BEE er ar 
Über die linearen Constanten des rechten Schnittpunetes dreier 'Ober- 
flächen zweiter REN wenn sieben Schnittpuncte derselben gege- 
ben sind.. . : 

Über die Bildung der "Endgleichung, welche durch Elimination einer 

Variabeln aus zwei algebraischen Gleichungen hervorgeht, und die 

Bestimmung ihres Grades. . . . ae : 

Über die Elimination der Variabeln aus drei algebraische n Gleichungen 

vom zweiten Grade mit zwei Variabeln. . . . . 2. 2 2 2 2. 

Über die Wendepunete der Curven dritter Ordnung. (Fortsetzung 

von No.®8.) Er Pe ae a, ve 
Algebraische Auflösung derjenigen Gleichungen gien Grades, deren 

Wurzeln die Eigenschaft haben, dafs eine "gegebene rationale und 
symmetrische Function Y(.x;, x.) je zweier W /urzeln x, und x,„ eine 

dritte Wurzel giebt, so dafs gleichzeitig 2, = 6(#,, x.) a,=0(z,, Lu) 

Bao 2, = = O(x.. 21) WM: . . TE . . . I. 193. 
Über die Curven drilter Ordnung, u die Kegelschnitte, wälche diese 

Curven in drei verschiedenen Puncten berühren. (Fortsetzung von 

BEBERN ET > Sner 2 Tu m 
Über Curven dritter Classe und Curven dritter Ordnung. (Fortsetzung 

von No. 8, 9 und 11.) . . . ü . 38. II. 241. 16. 
Eigenschaft der Wendepuncte der Curven dritter Ordnung und der 

ee er der Curven dritter Classe. (Fortsetzung von 

No. ‚11 und 12.) . ER A ee ae u t 
Tr: ze einer bliebigen homogenen Function dritten Grades 

von zwei Variabeln, durch lineäre Substitution neuer Variabeln, in 

eine Form, welche nur die dritten Potenzen der neuen Variabeln 

BE. en N 
Zwei Schreiben an Herrn Prof. €. G. I. Jacobi. 2.29 TE . 40. IV. 316. 
Transformation einer beliebigen gegebenen homogenen Funclion vier- 

ten Grades von zwei Variabeln, “durch lineäre Substitution neuer Va- 

riabeln in die Form, welche nur die geraden Potenzen der neuen 

a RE WE mE Mi. 
Algebraische Auflösung derjenigen Gleichungen 6ten Grades, zwi- 

schen deren Wurzeln” En ET Bedingungs- 

gleichung (#, —Y,)(2,—Y,) (a, —y,)+ N, — a —T. 0% —r)=0 

Stalt findet. 07 : - er 41. III. 264. 

. Eine Bemerkung zum Pascalschen Theorem. er Su . . 41. II. 269. 
Über die Wendepuncte der algebraischen ebenen Curven und die 
Schmiegungs-Ebenen der Curven von doppelter Krümmung, welche 
durch den Schnitt zweier algebraischen Oberflächen entstehen. . . 41. IN. 272. 13. 
Über die ganzen homogenen Functionen von der dritten und vierten 
Ordäung‘ zwischen drei Variebeln. . . Tr ET, OR BE:  °0. 
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B. 
, Über die Bedingung, unter welcher eine homogene ganze Function 
von » unabhängigen Variabeln, durch lineäre Substitutionen von » 
andern unabhängigen Variabeln auf eine homogene Function sich zu- 
rückführen läfst, die eine Variable weniger enthält. 
Über die geometrische Bedeutung der lineären Bedingungsgleichung 
zwischen den Coöfficienten einer Gleichung zweiten Grades. 
Über die Eigenschaften der lineären Substitutionen, durch welche eine 
homogene ganze Funclion zweiten Grades, welche nur die Quadrate 
von vier Variabeln enthält, in eine Function von derselben Form 
transformirt wird. . 
Über Determinanten und ihre Anwendung. in der Geometrie; insbe- 
sondere auf Curven vierter Ordnung. 
Über die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung. 


86. Dr. Hessel, Professor der Mathematik an der 
Universität zu Marburg. 


. Nachtrag zu dem Eulerschen Lehrsatze von den Polyödern. 


87. Dr. C. J. D. Hill, Professor der Mathematik an der 
Universität zu Lund. 
Casum irredueibilem solvendi conatus. 


. Über die Integration logarithmisch-rationaler Differentiale. 


De approximata seriei, a data functionis derivata dispositae, 
summalione. , . 
Additamenta ad conatum, casum irreducibilem solvendi. 
Theoremata demonstranda, et BR resolvenda. 

Theoremata et problemata. \ 
Exemplum usus functionum iteratarum in theoria funclionum integra- 
liter transcendentium. . 

Analysis aequationum aliquot, functiones duplici argumenti determi- 
nanlium, videlicet: 

(2,(92))=((#,7),2); (2 3))=(y,(9;2)); (+ D=lr(y;2)). 
De factoribus numerorum compositorum dignoscendis. . . . . . 
De radice cubica celeriter extrahenda, 

Tabula schematum, numeros auxiliares et regulas (ultra trecentas) 
pro factoribus primis (300 minoribus) (7) agnoscendis idoneas bre- 
viter exhibentium. i 

Theorema analyticum. 

Formule generale d’intögralion indefinie. 

Fragmenta theoriae aequalionum lineariter differ entialium. 

De radicibus rationalibus aequationis Riccatianae Oy+a+by-+ey? = 0, 
ubi a, d, ce functiones sunt rationales ipsius «. 

Disquisitio, qualis aequatio differentialis gaudeat integrali algebraico 
completo? qualisve BRRER transcendenti? quaenamque forma inte- 
grali competat 


88. Dr. w. Hittorf, damals zu Bonn. 


. Ableitung einiger Eigenschaften der Kegelschnitte aus ihrer Polar- 


gleichung. ul a RE aa Sc ah a De re a a A 
89. Dr. ph. H. Hoffmann, zu Danzig. 


. Multiplications-Formeln für die elliptischen Functionen mit complexen 


Vielfachen des Arguments, und dem Modul y4. 
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9%. Dr. R. Hoppe, Privatdocent an der Universität 
zu Berlin. 
. Über independente Darstellung der höhern Differentialquotienten, und 
den Gebrauch des Summenzeichens. 
. Transformation d’une integrale definie. 
3. De Verreur qui peut se presenter dans addition de Hradtions dösi- 
males retranchees. I ge 
. Remarques sur les reductions de la fonction Gamma, et sur la de- 
finition de cette fonction et des facultes analyliques par leurs pro- 
prietes. re EL BE EEE A De 
91. W. Horn, Regierungs- und Baurath zu Potsdam. 
. Von den Keradoiden oder "Spirallinien doppelter Krümmung. RR 
. Quadratur des Mantels des senkrechten, schief RETTEN Kegels. 


3. Geometrische Aufgaben. 


92. Frh. Alex, von Hu boter: ER 
Über die bei verschiedenen Völkern üblichen n Systeine von Zahlzeichen, 
und über den Ursprung des Stellenwerthes in den indischen Zahlen. 


2. Ein früherer Brief Lagrange's an Laplace. Mitgetheilt von Herrn 


Frh. Aler. vu. Humboldt Excellenz.. . . : : .. 


93. A. Jacobi, Königlich-Preufsischer Artillerie- 
Hauptmann zu Breslau. 
. Über Reihen von Kegelschnitten in einer Ebene, welche sich in den- 


seiben vier Puncten schneiden. . 2 7 2 Ny 2.979, 2872 VE 


Auflösung und Beweise einer Reihe von Aufgaben und Lehrsätzen Er l. 


der ebenen Geometrie 


94. M. H. Jacobi, Professor der Mathematik er Physik 
zu St. Petersburg. 
. Über die Construction schiefliegender Räderwerke. . 


5. 7 Dr. C. @. J. Jacobi, weiland Professor der Ma- 


thematik und Akademiker zu Berlin. 

. Über Gauss neue Methode, die Werthe der a. Ras AT 
zu finden h 
. Über den Ausdruck der verschiedenen Wurzeln einer Gleichung durch 
bestimmte Integrale. a ee 

3. De residuis eubiecis commentelio Mu. . „ .n . 

. Euleri formulae de transformatione coordinatarum. 
5. Über .eine besondere Gatlung algebraischer Functionen, die aus der 
Entwicklung der Function (1 — drzt zd) entstehen. 

. Über die Haupt-Axen der Flächen zweiter Ordnung. ie 
. De singulari quadam ir integralis transformatione. (Vide No. 25. 
et 30.) ’ 

. Über die Integration der ‚partiellen Differentiagleichungen "erster 
Ordnung. 

Über die Bestimmeng der Rect tascension und Deeclination eines Sterns 
aus den gemessenen Distanzen desselben von zwei bekannten Sternen. 
. Über die Pfaj]sche er eine gewöhnliche lineäre Differential- 
gleichung zwischen 2» Variablen durch ein System von » Gleichungen 
ZU integriren. 


u... 
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B. ©. 
Addition au m&moire de Mr. Abel sur les fonctions tome 2 


page 101. . . . rc TREE 
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Sur la decomposilion” d’un nombre donnd en  quatre carres. 


Note sur les fonctions ellipliques. . . num 0 Ki 


Beantwortung der Aufgabe No. 14. von Abel. 


Tr 
Suite des nolices sur les fonclions ellipliques. . . u. 


Über ‘die Anwendung der elliplischen Transcende ‚nten auf ein be- 
kanntes Problem der Elemenlargeometrie. 

Suite des notices sur les fonclions ellipliques. 

Suite des notices sur les fonctions ellipliques. 

De functionibus elliplieis commentatio. ’ 
Exercitalio algebraica circa ve singularem fractionum, 
quae plures variabiles involvunt. 

Problemes d’analyse. 

De resolulione aequationum per series infinitas... 

De functionibus ellipticis commentalio altera. . 

Note sur une nouvelle application de l’analyse des fonctions elliptiques 
a l’algebre. . 

De tranformatione integralis duplieis indefiniti 


opoaw- 








AT Becosp+Csing+(A'+B'cosp-+-C'sinp)eosy+(A"+B"cosg+ÜC"sinp)siny 


26. 
27. 
28. 


29. 
30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 
36. 
37. 


38. 


39. 





OnoÖ 
G—G'cosncosd—G"sinnsin 





in formam simpliciorem 5 (Vide No.7 et30). 


Über und zu Legendre’s „Theorie des fonctions elliptiques.” . . . 8. 
9 


De theoremate Abeliano observalio. 
Observatio arithmetica de numero classium divisorum quadraticorum 
formae y*+ Az’, designante A numerum primum formae RN 


De transformatione et determinatione integralium duplicium, commen- 


tatio tertia. (Vide. No.7 et25.). . - 10. 


Bemerkungen zu der Abhandlung des Herrn Prof. Scherk über die 


Integration der Gleichung er = (@a+Pr)y, Band 10 8.92. . . 10. 


04 


Demonstratio formulae 


71 FL s1dr fer gb- or Fr I 
3 v(1— w)-19w _ En 





: . = 1 


0 Sen dr I\a+b) 


0 
De binis quibuslibet funetionibus homogeneis secundi ordinis per sub- 
stitutiones lineares in alias binas transformandis, quae solis quadralis 
varıabilium constant; una cum variis theorematis de transformatione 


et determinatione integralium multiplicium. . . 12. 


Auszug aus einem Schreiben des Herrn Prof. €. 6. 1. REN an 


den Herrn Prof. Steiner. (HigsDe von Letzterem.). . . . . 12. 
De compositione numerorum e quatuor quadratis. . ». ». : 2... 12. 
De usu legitimo formulae summatoriae Maclaurinianae. . -» . - . 12. 


De fractione continua in quam integrale /" e-“Ox evolvere licet. . 12. 


De functionibus duarum variabilium quadruplieiter periodieis, quibus 


theoria transcendentium Abelianarum innilitur. . . » 2 2.2... 
Observatiunculae ad theoriam aequationum pertinentes. . . -» - . 13. 
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9. 
Considerationes generales de transcendentibus Abelianis. . . m nr 
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301. 
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376. 
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A. 


11. 


B. 
De usu theoriae integralium ellipticorum et N Abelianorum 
in analysi Diophantea. . rer 
Dato systemalte » aequationum linearium inter n incognilas, valores 
incognitarum per integralia definita (» — 1)tuplicia exhibentur. 
2. Zur Theorie der Curven. au FO RE OR, 
Über den Steinerschen Satz von den Primzahlen Bd. 13. S. 356. 
Theoremata nova algebraica eirca systema duarum aequalionum, inter 
duas variabiles propositarum. . . . . 
Formula transformationis integralium definitorum. 
De eliminatione variabilis e duabus aequalionibus algebraicis. 
De integralibus quibusdam duplieibus, quae post transformationem 
variabilium in eandem formam redeunt. 
Formulae novae in theoria transcendentium ellipticarum fundamentales. 
De evolutione expressionis (+2?! cosp-+2!"cosgy')=" in seriem in- 
linitam secundum cosinus multiplorum ge anguli p, g' pro- 
cedentem. . ren } ER TRILENEEN EDEN, 
De relationibus, quae locum habere debent Fhter puncta intersectionis 
duarum curvarum vel trium superficierum algebraicarum dali ordinis; 
simul cum enodatione paradoxi algebraici. 
Observationes geomelricae. 
Nota de erroribus quibusdam geometrics, qui in Iheoria funclionum 
leguntur. 
Demonstralio et amplificatio nova theorematis Gaussiani de quadralura 
integra trianguli in data superficie e lineis brevissimis formati. 


. Zur Theorie der Variations-Rechnung und der Differential - Glei- 


chungen ER BE DE WE Sl BE Da a a Se ee Se das re u 
Über die Reduction der Integration der parliellen Differential - Glei- 
chungen erster Ordnung zwischen irgend einer Zahl Variabeln, auf 
die Integration eines einzigen Systems BARPIURRARRR Differential- 
gleichungen. 


Note von der geodälischen Linie a einem Ellipsoid und ae ver- 
schiedenen Anwendungen einer merkw ürdigen analylischen Substitution. 
Über die complexen Primzahlen, welche in der Theorie der Reste 
der 5ten, Sten und 12ten Potenzen zu betrachten sind. u 
Elementarer Beweis einer merkwürdigen analytischen Formel; nebst 
einigen aus ihr folgenden Zahlensätzen. 

De formatione et proprietatibus determinantium. 

De determinantibus functionalibus. 

De functionibus alternantibus. 

Zur combinatorischen Analysis. 


3. Dilueidaliones de aequationum differentialium vulgarium systematis 


earumque connexione cum differentialibus partialibus 
linearibus primi ordinis. 


. De integratione aequationis differentialis 


(A+-A'04 A" y)(r0y—yör)—(B+B'x dee Joy re ray or—0. 


De motu puncli singularis. 


). Demonstratio nova theorematis Abelieni 


Über die Entwicklung des Ausdrucks 

[a’— 2aa' (cosw cosp + sinw sing cos(d — Od) )+a"y”° 
Zur Theorie der elliptischen Functionen. 
Sur Y’elimination des noeuds dans le probleme des trois corps 


©. 


3. IV. 353. 


. 24. 
24. 
26. 
26. 
26, 


Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


D. E. 


51. 
96. 
64. 


281. 


1. 


1. 9. 
Il. 115. 


F. 











































25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfanys der Bünde 1 bis 50. 359 


A. B. ©. BD. E FE. 


70. Theoria novi multiplicatoris systemati aequationum differentialium vul- (27. In. 199) 


garium applicandi. B er aut 181. 
71. Sulla condizione di uguaglianza di due radici dell’equazione cubica, 
della quale dipendono gli assi prineipali di una superficie del se- 


cond’ordine. . . Bee at TREE 7, . 3. 
72. Über ein leichtes Vntichren 1 die in der Theorie der Säcularstö- 

rungen vorkommenden Gleichungen numerisch aufzulösen. . . . . 30. 1 51. 44. 
73. Neues Theorem der analvlischen Mechanik. er 30. N. 117. 4. 
74. Über die Additionstheoreme der Abelschen Integrale zweiter und 

dritter Gallung. . . 30. II. 121. 6. 
75. Über die Darstellung | einer Reihe gegebener Werthe durch eine ge- 

brochene rationale Function. . . Me. ı TU | nv y Aa | 
76. Über die Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie. . 30. II. 166. 17. 
77. Note sur les fonctions Abeliennes. . . nee Bu DB. 
78. Über einige, die elliptischen Functionen betreffende Formeln. ennene ME. 2. 


79. Über den "Werth, welchen das bestimmle Integral 


/ It dp "aa 
„ 1—4Aosg—Bsinp 


für beliebige imaginäre Werthe von A und B annimmt. . . Br: a Si, 
S0. Beweis des Satzes, dafs jede nicht fünfeckige Zahl eben so oft in 
eine gerade als ungerade Anzahl verschiedener Zahlen zerlegt wer- 








den kann. . . ee an re re: 8 
81. Extrait d’une lettre adressce ä Mr. Hermite. . . 32. 1. 176. 6. 
82. Über die Vertauschung von Fraaaiih und Argument bei der dritten 

Gattung der Abelschen und höheren Transcendenten. . . . . . 32. I. 185. 12. 
83. Über einige, der Binomialreihe analoge Reihen. . . 32. II. 197. 8. 


84. Über eine neue Methode zur Integration der hyperelliptischen Diffe- 
rentialgleichungen, und über die rationale Form ihrer vollständigen 





algebraischen ri a DE. DRLIMEErNDE- US. 7. 
85. Notiz über A. Göpel. . . 35. IV. 313. 4. 
86. Über die unmittelbare Verification einer Fundamentalformel der Theorie 

der elliptischen Functionen.. . . u. 5 
87. Über die partielle Differentialgleichung, welcher die Zähler und Nenner 

der elliptischen Functionen Genüge leisten. . IB. Er 8. 
88. Über die Differential- ‚Gleichung, welcher die Reihen 1+ +2g429+ 24°. 

und 2yg+2yYg’+2yg®.. ‚ Genüge leisten. . . .. 36. 1.97. 16, 
89. Über die particulaire Lösung der partiellen Differentialgleichung | 

PR 1 == '0, 36. 11. 113. 22 

ES; = Yale =. Ns ne a ie ee 
90. De seriebus ac differentiis observatiunculae. . . . ..86. 1.135. 8. 
941. Über unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich in zwei verschie- 

37. 1. 61 

denen quadratischen Formen enthalten sind. . : 137 IL. 221 68. 
92. Über die Reduction der rn Formen auf die kleinste An- 

zahl Glieder. . . a 12 See ee Eh  D 
93. Sur la rotation d’un corps. . n 39. IV. 293. 58. 
94. Beweis des Satzes, dafs eine Curve nten Grades im n Allgemeinen 

An(n—2)(n?—9) Doppeltangenten hat. . . » » 2 2.2.2... 40. IL. 237. 24. 
95. Schreiben an Herrn Prof. ©. Hesse. . . er.0 rn: 1. 


96. Auszug zweier Schreiben an den Herrn Director Hansen... . . 42. 1. 12. 2%. 
 .46* 


360 . Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


A. 


3%. 


B. ce. D. 


Auszug eines Schreibens von Herrn Prof. Heine in Bonn... . . . sk 


Über die Zusammenselzung der Zahlen aus ganzen positiven Cuben 
nebst einer Tabelle für die kleinste Cubenzahl, aus welcher jede 
Zahl bis 12000 zusammengeselzt werden kann. 


9. Dr. G. A. Jahn, damals zu Leipzig. 

Auflösung einiger Aufgaben aus der Calendariographie. . : 
97. Dr. F. Joachimsthal, Professor der Mathematik 
zu Halle. 
Observaliones de lineis brevissimis et curvis curvalurae in super- 
ficiebus secundi gradus. 
Über die Normalen der Ellipse und des Ellipsoids. 
Demonstratio Iheorematum ad superficies curvas PETER 
Über die Bedingungen der Integrabilität. / 
Remarques sur la condition de !’ egalite de deux racines d* une öquation 
algebrique; et sur quelques thöoremes de gcomelrie, qui en suivent. 
Demonstration d’un theoreme de Mr. Steiner. 
Theoreme relatif au cercle qui passe par trois points d’ une elipse 
Sur quelques applications des determinants a la geometrie. 
Note relative a un theor&eme de Mr. Malmsten (mem. No. 6) sur 
les equalions differentielles lineaires. 
Sur Ja construction des normales qu’on peut abaisser d’ un point donne 
sur une section conique completement decrite. 
Bemerkungen über den Siurmschen Satz. 
98. Jordann, damals zu Münster. 

Beweis des Lehrsatzes No. 12. Band 9. S. 102, und Bemerkungen 


zu dem Aufsatze 10. im 1iten Bande. ) 
De tabularum functionum hyperbolicarum constructione 


99. M. Jullien, zu Paris. 
Note sur le centre de gravite des figures spheriques. 


100. Dr. Jürgensen, Professor der Mathematik zu 


Kopenhagen. 
kemarques sur une certaine transformation des fonctions, fondee sur 
les relations des racines de J’unite. 
A sur une formule de Laplace. 
Sur les expressions du reste de la serie de Taylor. 
Sur la decomposition d’une certaine classe de fonctions. 


>. Sur la sommalion des transcendantes ä differentielles algebriques. 


Remarques generales sur les transcendantes ä differentielles algebriques. 


101. Dr. Moritz Kartscher, damals zu Berlin. 
Auszüge von „Lubbe, traite du calceul differential et integral.” 


102. Dr. G. Kirchhoff, Professor an der Universität 
zu Breslau. 
Über das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Scheibe. 


Über den inducirten Magnetismus eines unbegrenzten Cylinders von 
weichem Eisen. 


103. E. Köhlau. Königlich- Preufsischer nn, 


Elementarer Beweis eines in der Differenzenrechnung vorkommenden 
Ausdrucks. 


— 


— 
Saspnt 





A. B. © D. 

104. Koppe, Professor der Mathematik zu Soest 
in Westphalen. 

I. Von der Lage der Ebenen und Linien im Raum. . . . „2... .. 14. 

2. Ein polyödrischer tere , ET ee. , BER: m 
105. Kossack, Königlich-Preufs. Landbaumeister. 

I. Untersuchung der Wirkung einer Kraft auf drei Puncte.e. . . . . 1.1 

106. Dr. A. Kramer, damals zu Berlin. 

1. Auflösung der 10. Aufgabe im Anhange zum 1. Band von Sfeiners 

„Sy. Entw. der wmmmmeiERe see. 96 
107. Dr. L. Kronecker, damals zu Berlin. 

l. Beweis, dafs für jede Primzahl » die Gleichung . BEN IR TB 
irreductibel ist. . . 29. M. 
108. R. Erüöiker, Candidat be Piilosophie zu Berlin. 

1. Zur Theorie der elliptischen Functionen. . . . 46. I. 
109. Dr. Kulik, K.K.Rath und RER: kr Mathematik 

an der Universität zu Prag. 

1. Über die Tafel primitiver Wurzeln. . . . 2 2 22 220.0. #5. 

2. Geometrische Aufgaben. . . . . 45. 1. 
110. Dr. E. E. Kummer, Podensor But Marken‘ an 

der Universität zu Breslau. 

1. Sur l’integration generale de l’equation de Riccati par des integrales 
definies... . . u 

2. Über die Convergenz und Divergenz der unendlichen Reihen. . . 13. I. 

3. Über unendlich verschiedene Entwickelungen der Potenzen der Cosinus 
und Sinus. . . . In. sat Sole „ wunsch 

4. Über die hypergeometrische Reihe 

VEN u. a IP Pi (e+1e +2) ABI) (15 I 
l.y' 1.2.17.(y-+1) 1.2.3.1.) +2) 2 u 

5. Eine neue Methode, die numerischen Bahn langsam convergiren- 
der Reihen zu berechnen. . EG, a 

6. De aequatione x*-+y?X = 2? per numeros integros resolvenda... . 18 I 

7. De Integralibus definitis et seriebus infinitis.. » » 2 2 2 200. Fi =: 

8. Note sur l’integration de l’equation = x”y par des inlegrales 
definies. . . N :. 

9. Sur quelques transformations gencrales des inte ‚grales definies... . 20. 1. 

10. Über die Transcendenten, welche aus wiederholten Integrationen ratio- \o1. I 
naler Formeln entstehen. . » . . 2. 2 2. 2 22 20202094 IY 

11. Eine Aufgabe, betreffend die Theorie der cubischen Reste. . . . 23. I. 

12. Bemerkungen über die cubische Gleichung, durch welche die N: 

Axen der Flächen zweiten Grades bestimmt werden... . . 26. IM. 

13. Über die Divisoren gewisser Formen der Zahlen, welche aus der 
Theorie der Kreistheilung entstehen. . . a 

14. De residuis eubicis disquisitiones nonnullae analylicae. Re ee 5, 

15. Beitrag zur Theorie der Function I(x) = /* "nl zn Re 9, 


25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 
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Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 


B. ©. 

Über Systeme von Curven, welche einander überall rechtwinklig 
durchschneiden. . . 6 re Aa ee re © area? 
Zur Theorie der complexen Zahlen. bin 2 a Ed En nn un 
Über die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit gebildeten com- 
plexen Zahlen in ihre Primfactoren. . . A: 
Über die Vierecke, deren Seiten und Diagonalen rational sol: a 
Bestimmung der Anzahl nicht äquivalenter Classen für die aus Aten 
Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen, und die idealen 
Factoren derselben. . . . Ba re Dura BA ee „22 Ze 
. Zwei besondere Untersuchungen über die Classen- Anzahl und über 
die Einheit der aus Aten Wurzeln der Einheit gebildeten complexen 
Zahlen AA RE TAN DT ER 
Allgemeiner Beweis des Fermatschen Satzes, dafs die Gleichung 
a44y* = z»* durch ganze Zahlen unlösbar ist, für alle diejenigen 
Potenz-Exponenten 4, welche ungerade Primzahlen sind und in den 
Zählern der ersten Le —3) Bernoullischen Zahlen als Factoren nicht 
vorkommen. re ee a Br 
Über eine allgemeine Eigenschaft der rationalen Entwicklungs-Coef- 
ficienten einer bestimmten Gattung analylischer Funclionen. 
Über die Ergänzungssätze zu den allgemeinen Reeciprocitätsgeselzen. 
Über eine besondere Art, aus comple. xen Einheiten gebildeter Aus- 
drücke. 

111. Lame und Clapeyron, Akademiker zu Paris. 
. Nouvelles formules analogues aux series de Taylor et Maclaurin. 


2. Memoire sur V’equilibre interieur des corps solides. 


112. Lebesque,. Professor der Mathematik zu Paris. 
Integration d’un systeme d’equations lindaires du n"* ordre. 


115. Dr. Lehmann, damals zu Berlin. 


Theorie der Cykloide als Tautochrone. Versuch einer mechanischen 
Discussion nach der antiken geometrischen Methode. 


Iid. Dr. Lehmus, Professor der Mathematik zu Berlin. 


Über zwei Curven., Ye ar 
Drei mechanische und hydrodynamische Aufgaben: nebst Auflösung. 
Beweis eines oeomelrischen Lehrsatzes. 

Über die Theorie der Schraube. 

Den, einen Kreis am innigsten oseulirenden Kegelschnilt 7 zu finden. 
Resultate der Auflösung von drei geometrischen Aufgaben; für Lieb- 
haber des algebraischen Caleuls. 

Einige geometrische Aufgaben 

Geometrische Aufgabe; nebst Auflösung. . 

. Zwei geomelrische Sätze. . . Bar nF 

. Die Brennlinie für den elliptischen Quadranten, etc. 

Eine Eigenschaft Ber Dein: ar a 


115. Dr. Leithold. damals zu Berlin. 


Beweis der Lehrsätze No. 40. und 41. im Anhange zu „Steiner syste- 
matische Entwicklung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten, etc. 
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. Note sur liintegration de la fonction 


25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


B. 
116. G. Libri, damals zu Paris. 


g> 
Note sur les valeurs de la fonction 0 i 
Memoire sur quelques formules gönerales d’ analyse. 
Memoire sur la theorie de la chaleur. 
Memoire sur les fonclions discontinues. 


Memoire sur la theorie des nombres. . 


Memoıre sur la resolution des &quations indetermindes A laide des 
series. 

Memoire sur la resolution des &qualions algebriques dont les r racines 
ont entre elles un rapport donne, et sur l’integration des equations 
differentielles lineaires dont les integrales particulieres peuvent s’ex- 
primer les une par les autres. 

Memoire sur les fonctions discontinues. 

Memoire sur l’integralion des — lindaires aux differ 'rences de 
lous les ordres. 

Memoire sur les intögrales definies aux differences finies. 


117. Liouville, Akademiker zu Paris. 


Note sur la determination des integrales dont la valeur est algebrique. 


Memoire sur les fonctions complemenlaires. . 

Memoire sur une formule d’analyse. 

Memoire sur l’integration d’une classe des fonctions transcendantes. 
Memoire sur "usage que l’on peut faire de la formule de Fourier 
dans le calcul des differentielles ä indices quelconques. 

Note ajoutee au rapport de Mr. Poisson (No.9.) . 


118. Dr. J. J. Littrow,. Professor und Director der 
Sternwarte zu Wien. 


. Auflösung eines geomelrischen Problems. 


119. N. Lobatschewsky, Rector der Universität zu Kasan. 


. Geometrie imaginaire. 
. Probabilit& des resultants moyens d’observations repetces. 


120. R. Lobatto, Professor der Mathematik im Haag. 


DZ 
. 











a+bcosz 

IFERAP BE or 
Sur l’integralion de la differentielle Ya far FArFrr 79° 
Note sur les differentielles partielles de la fonction I 


Sur le developpement des coefficients difförentiels d’une fonction au 
moyen de ses differences finies, et r&eciproquement. 

Note sur le calcul des moments d’inertie d’une ellipsoide homogene 
par rapport ä ses trois axes. 


“ er. * 
er —ıy=0 et 4 +abay =—V 








Sur lintegralion des equations 


par des integrales definies. 


©. 


10. 


10. 


12. 
12. 


10. 
11. 
12. 
13. 


13. 
16. 


17. 


24. 


10. 


11. 


16. 


16. 
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D. E. F, 

l. 67. 6. 

. 57. 1. 

II. 116. 16. 
ML.29 10 

I. 54) 

11. 169, s1. 
111. 261) 
‚IV. 313. 24. 

II. 167. 28. 
IV. 303. 14. 
II. 234. 6. 
I. 240. 48. 
IV. 347. 13. 

2-6 
IV. 273. 15. 

m'’95.° 28. 
II. 219. 14. 

Beh 6 
‚11. 232. 9 
IV. 295. 26. 

11. 164. 8. 
II. 259. 2. 
II. 280. 8. 

1. 169. 4. 

I. 11. 10. 

. %. 2. 


17. IV. 363. 9. 








Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bünde 1 bis 50. 


B. ©. D. E 
121. Dr. S. Löwenstein, damals zu Dorpat. 


. Einige mathematische Sätze. 


122. Dr. C. Lottner, Lehrer der TORIEL EN und Physik 
an der höheren Bürgerschule zu Lippstadt. 
Über die Functionen, welche der Gleichung 


(R rt ER Er) 


Rn 150 





gyırYy = av 


(venüge leisten. a re m Ze. Ze 
2. Lösung der Aufgaben ©. und D. in No. 21. Bd. 45. dieses Journals 
S. 284 (die algebraischen Gleichungen vom vierten Grade betreffend). 


3. Reduetion der Bewegung eines schweren, um einen festen Punct roli- 


renden Revolutionskörpers, auf die elliptischen Transcendenten. 

123. Dr. R. A. Luchterhandt, Professor zu- Berlin. 
. De transformatione expressionis 

dy 
‚ı+Yr ee) - Ar Nr — N] 
d.ır 

Mylt—ı.r) (1 — k’ra)] 

-_ 17 +a"y? 

1 + by + 0"y ‚2 








in formam simpliciorem 


adhibita substilulione x 





2. Beweis der Lehrsätze 3. und 4. Band 15. S. 374, und Auflösung 


der Aufgabe 1. Band 14. 5. 89 und 79. er Er 7 
3. Über die Bedingung, dafs fünf Puncte auf der Oberfläche einer 
Kugel liegen. a rc 

124. Dr. E. Luther, damals zu Königsberg in Pr. 
. De criteriis quibus cognoscatur an aequatio quinli gradus irreducti- 
bilis algebraice resolvi possit. 


2. Über die Factoren der algebraisch- lösbaren irreductiblen Gleichungen 


vom sechsten Grade und ihrer Resolventen. a 
125. Dr. L. J. Magnus, zu Berlin. 


Über die Relationen der Functionen, welche der ee. 


| Fy.-pc+f,y.p,r-- REN 9 r=F,r. “9 TR p,y-++Fax.pny 


genugthun. . 


2. Geometrische Aufgaben. 
3. Einige geometrische Sätze. 


. Nouvelle möthode pour decouvrir des theorömes de ge somöirie. 
Quelques thcoremes de geomelrie. 

;. Über eine Methode, den Grad einer durch Elimination hervorgehenden 
Gleichung zu finden. 


126. Dr. Märker. damals zu Meiningen. 

. Über Primzahlen. . ee a a a ee 
127. Dr. ©. J. Malmsten, Professor der Mathematik an 
der Universität zu Upsala. 

. In solutionem aequalionum algebraicarum disquisilio. . 


2. Sur la formule 


h B,h? D,h' 


hu‘. = du, — c7 Au + —— TE Auf a -Aux + etc. 





25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50 





A. B. ©. 
3. De integralibus quibusdam definilis, seriebusque infinitis. . » . . 38. 
4. Moyens pour trouver l’expression de la ze integrale particuliere de 
l’equation lineaire on A r&h. + Sy + Ty =0 ä l’aide 
des n—1 valeurs Y,5 Y25 *-- Yn—ı qui salisfont a cette &equalion. . 39. 
3. De l’equation differentielle 
Ka, +b,0) y + x" (a,-ı Any 12) yo +(a,+be)y +b,y=0. 39. 
6. De l’equation differentielle y, +Z + Aary = er u  ' 
7. Note sur les fonctions Akipeigdon.: RR Hy uni BR 
128. W. Matzka, damals Ober-Feuerwerker zu Wien. 
1. Analytische Auflösung dreier Aufgaben der Calendarographie. . . 3. 
129. Dr. ph. E. Meissel, zu Berlin. 
1. Observationes quaedam in theoria numerorum. . . 2 2202020... 48. 
2. Zur Theorie der Tautochronen. . . TE 
3. Beitrag zur Theorie der nfach unendlichen ö-Reihen. de 48. 
130. A. Meyer, Professor der Mathematik zu Lüttich. 
1. Memoire sur les fonctions arbitraires exprimdes par des Aue 
doubles et de series de quantites periodiques. . . . 49. 
131. Dr. C. 0. Meyer, damals zu Königsberg in Pr. 
1. De aequilibrii formis ellipsoidieis. - - » » . PET 
2. Entwicklung der elliptischen Functionen 
. e OK m 
de am 2.00 am Ze n.sintt nf I WER. I da 
7 A n J Ri 
nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von «. . 197 
132. W.H. Miller, Professor der Mathematik zu Cambridge. 
1: To prove that ul un em anch A ta fa if is a whole number when 
„ and » are whole numbers. . . . er © 
2. An investligalion of the causlics poduced by successive reflexion al 
spherical surfaces. . .  , n%% 0: 
133. Dr. F. Minding, Beskassor der Mathematik 
an der Universität zu Dorpat. 
1. Über die Curven kürzesten Perimeters auf krummen Flächen. In 
Folge der Aufgabe No. 6. im 3ten Bande S. 9. . . . . >. 
2. Auflösung einiger Aufgaben der analytischen Geometrie mittels des 
barycentrischen Calculs. >. 
3. Über die Berechnung des Näherungswerths doppelter Integrale. 6. 
4. Bemerkung über die Abwicklung krummer Flächen. 6. 
5. Observatio pertinens ad solutionem aequationum indeterminatarum 
secundi gradus. 7. 
6. Auszüge seiner Schrift über die Theorie der Zahlen. 7. 
7. Thöoreme relatif ä une certaine fonetion transcendanle. 9: 
S. Sur les integrales de la furne feBe Pie. p et P etant deux poly- 
nomes enliers. . . re a ee ner 
Aa et ade 
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A. B. © D. E 
10. Sur la somme des carres de toutes les droites qui, & partir d’un point 

donne, coupent sous un angle determine une courbe algebrique. . 11. I. 20. 
11. Recherches sur la sommation d’un certain nombre de fonctions trans- 

cendantes, dont les derıvees sont determinees par des equations 

algebriques du troisieme degre. . 0. EIER TFA 
12. Beantwortung der Frage No.4. 8.200 Band 11. . . . . 12. 1. 
13. Untersuchung, betreffend die Frage nach einem Mittelpunct nicht 

paralleler Kräfte. . . . . 14. WW. 
14. Über den Ort sämmtlicher Resultanten ' eines der "Drehung unterwor- 

fenen Systems von Kräften. . . Un ° 
15. Einige Sätze über die Veränderungen, welche ein in System von Kräften 

durch Drehung derselben erleidet; nebst einer Anwendung auf das 

Seilpolygon. . . EEE FREUE IR FR 
16. Beweis eines geometrischen Satzes. re eine 
18. IV. 


17. Über die Biegung gewisser Flächen. 18. IV. 


1S. Wie sich entscheiden läfst, ob zwei gegebene krumme Flächen auf 
einander abwickelbar sind, oder nicht; nebst Bemerkungen über die 
Flächen von unveränderlichem Krümmungsmaafse. 0 . . 49. W. 
. Bemerkungen über die Wurzeln der algebraischen Gleichungen. ....Ww I 
. Über einen besondern Fall bei der Abwickelung krummer Flächen. 20. II. 
. Beiträge zur Theorie der kürzesten Linien auf krummen Flächen. . 20. IV. 
. Über die Bestimmung des Grades einer durch Elimination hervor- 
gehenden Gleichung. . . . 22. 1. 
. Propositiones quaedam de integralibus functionum algebraicarum unius 
variabilis, e principiis Abelianis derivatae . ee 
24. Erwiderung auf den Artikel No. 23. in Band 26. S.365. . . . . 27. 
. Entwickelung eines symmetrischen Ausdrucks für den Grad einer 
durch Elimination hervorgehenden Gleichung. . . . N TEN; 5 
. Bemerkungen zur Integration der Differential-Gleichungen erster Ord- 
nung zwischen zwei Veränderlichen. - - - = = 2 222... 40. 
27. Über einige Grundformeln der Geodäsie. . . . . 44. 
. Über den Umlauf des dad auf dem Schachbrett (den sogenann- 
ten Rösselsprung.) . . . .. 44. 
. Über die Schwingungen eines freihangenden "biegsamen Fadens. . . 50. 


134. Dr. A. F. Möbius, Professor der Mathematik an 
der Universität zu Leipzig. 

. Über die Gleichungen, mittels welcher aus den Seiten eines in einen 
Kreis zu beschreibenden Vielecks der Halbmesser des Kreises und 
die Fläche des Vielecks gefunden werden. 

. Kann von zwei dreiseiligen Pyramiden eine jede in "Bezug auf die 
andere um- und eingeschrieben zugleich heifsen ? 

3. Von den metrischen Relationen im Gebiete der Lineal-Geometrie. 

. Beweis eines neuen, von Herrn Chasles entdeckten Satzes der Statik; 
nebst einigen Zusätzen. EN . 

Barycentrische Lösung der Aufgabe des Herrn Th. Clausen Bd. 4. 
Heft. 4. S. 391. a 

6. Kurze Darstellung der Haupt-Eigenschaften eines Systems. von n Linsen- 
gläsern. 

Beiträge zur Lehre von den Kettenbrüchen: nebst einem "Anhange 
dioptrischen Inhalts. 





10. 
11. 
12. 
13. 
14. 


15. 
16. 


17. 


18. 
19. 
20. 
21. 


22. 


25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


47 * 


B. ©. 

. Entwicklung der Bedingungen des Gleichgewichts zwischen Kräften, 
die auf einen freien, festen Körper wirken. . 7. 

. Über eine besondere Art der Umkehrung der Reihen. 9. 
Über eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren im 
Raume. ER 
Über eine allgemeinere Art der Affinität geometrischer Figuren. ir ER 
Über den Mittelpunet nicht paralleler Kräfte. 16. 
Über die Zusammenselzung unendlich kleiner Drehungen. 18. 
Anwendung der Statik auf die Lehre von den geometrischen Ver- (21. 
wandischaften. . r 124. 
Geometrische Eigenschaften einer " Factorentafel. ) 22. 
Entwicklung einiger trigonometrischen Formeln durch Hülfe der Lehre 
von den Doppelschnitts-Verhältnissen. . 24. 
Die von Herrn Dr. Luchterhand am Schlusse des 23. Bandes mit- 
getheilte Bedingung, unter welcher fünf Puncte in einer Kugelfläche 
liegen, aus rein barycentrischem Princip abgeleitet. . 26. 
Über die Zusammensetzung gerader Linien, und eine daraus entsprin- 
gende neue Begründungsweise des barycentrischem Calculs. . 28. 
Elementare Ableitung des Newtonschen Gesetzes der AUNFEHENG 
aus den Keplerschen Gesetzen der Planeten-Bewegung. 31. 
Variationum quas elementa molus perturbati planetarum subeunt, nova 
et facilis evolutio. 32. 
Einfacher Beweis des von Herrn Geheimen Hofrath Schweins im 
32. Bande dieses Journals S. 227 mitgetheilten statischen Satzes. . 36. 
Über die phoronomische Deutung des Taylorschen Theorems. . 36. 

. Verallgemeinerung des Pascalschen Theorems, das in einen Kegel- 
schnitt beschriebene Sechseck betreffend. . 36. 
Über einen von Möbius gefundenen Beweis des Satzes vom Paral- 
lelogramm der Kräfte; nebst einer Nachschrift. . f 42. 

. Über das Gesetz der Symmetrie der Krystalle und die "Anwendung 
dieses Getzes auf die Eintheilung der Kyrstalle in Systeme. . 43. 

). Über symmetrische Figuren. aa Re . 44. 
135. Dr. A. Müller, Universitäts-Bibliothekar zu Heidelberg. 

. Einfacher Beweis des Gesetzes der NENERNG beschleunigten Be- 
wegung. \ Eau). . 11. 
Beitrag zur Theorie der Facultäten. 11. 
Zur Begründung und Erweiterung der Variationsrechnung. . 13. 

136. Dr. G. W. Müller, Königlich - Hannöverscher 
Artillerie- Hauptmann. 

. Darstellung der Lehre vom Zuge; zur Einleitung in die BB 

Geometrie. 2 15. 
137. + Navier, weiland Akademiker zu Paris. 

. Rapport sur un memoire de MM. Lame et ÜClapeyron concernant 
l’equilibre interieur des corps solides homogenes. eo 7. 
138. Nernst, damals Vermessungs-Revisor zu Stralsund. 

. Ein geometrischer Lehrsatz. 9. 
Zur Umkehrung und Umformung der Reihen. 16. 
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25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


B. 
139. Dr. G. H. F. Nesselmaun, Professor an der 
Universität zu Königsberg in Pr. 


. Beiträge zur Chronologie. 


140. Dr. J. Neumann, Professor der Mineralogie und 
Physik zu Königsberg in Pr. 


. Entwicklung der in elliptischen Coordinaten ausgedrückten recipro- 


ken E ntfernung zweier Puncte, in Reihen, welche nach den Laplace- 
schen Y@) fortschreiten n; und Anwendung dieser Reihen zur Be- 
stimmung des magnetischen Zustandes eines Rotations -Ellipsoids, 
welcher durch vertheilende Kräfte erregt ist. nr 
141. Dr. Öttinger, Professor der Mathematik an der 
Universität zu Freyburg im Br. 
\ufstufung der einfachen Functionen 11.1.75; 11.1. 173; 12. IV. 295; 


| 13. IV. 292; 14. III. 262; 14. IV. 330; 15. III. 264; 15. iv. 317; 
2. Über die Zerlegung ge bröchönter algebraischer rationdler Fanctiönen 


in P: artihlbrüche: 


3. Untersuchungen über die W ahrscheinlichkeitsrechnung. 26. I. 217; 


26. IV. 311; 30. II. 217; 30. IV. 296: 34. II. 133; 36. II. 221; 
36. IV. 296; 42. II. 213. ee 


- Bemerkungen zu der Aufgabe No. 1. S. 395 Band 25. ER 
>. Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 33.1.1; 33.1. 117; 


33. 11. 226; 33. IV. 329; 35.1.13; 38. II. 162; 38. III. 216; 44.1. 26; 


. Beitrag zur Lehre von den Kettenbrüchen; nebst einigen Anwendun- 


gen auf die Berechnung der Wurzeln der Gleichungen. 


142. + Dr. G. S. Ohm, weiland Professor der Mathematik 
und Physik zu München. 


. Allgemeine und vollständige Berechnung aller beim Gleichgewicht, mit 


Rücksicht auf Zapfenreibung, vorkommenden Bestimmungstücke. 


143. Dr. M. Ohm, Professor der Mathematik an der Uhni- 
versität zu Berlin. 


. Kiwas über die Bernoullischen Zahlen. i 
2. Über das Verhalten der Gamma-Function zu den Produsian: äqui- 


differenter Factoren. 


Über die Behandlung der Lehre der :yeullen Foctoriellen: und Faoul- 


täten, nach einer Methode der Einschliefsung in Grenzen. 


| Note, die Anwendung eines trigonomeltrischen Satzes betreffend. 


144. L. Olivier. damals zu Berlin. 


. Entwicklung einer beliebigen Potenz eines Cosinus durch die Cosinus 


der vielfachen Bogen. 


2. Bemerkungen über die Form der Wurzeln algebraischer Gleichungen. 
3. Über den "alien Grundsatz in Euklids Elementen der Geometrie. 
4. Ein Kennzeichen der Grenzen der Zahl der reellen Wurzeln einer 


beliebigen algebraischen Gleichung. el Be Ti! Ale A 
Bemerkungen über Figuren, die aus beliebigen, ‚ von geraden Linien 
umschlossenen Figuren zusammengesetzt sind. 


). Über einige Definitionen in der Geometrie. 


. Die unbestimmt scheinenden Werthe einiger Functionen zu Anden... 


ee nm. E. 


26. 


I. 131. 
I. 63} 
II. 148[ 


296. 
63. 


2833. 
1. 


. 323. 


l. 16. 
I. 97. 
nl. 151. 


1. II. 223. 
1. II. 227. 


1. II. 241. 
1. IV. 308. 


69. 








rn 


11. 
12. 


Pe 


SS 


1. 
2. 





=» @N.P 9 chi 


25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 5 


B. 
Remarques sur les series infinies et leur convergence. 
Über Interpolations-Formeln; desgleichen über Anwendung derselben 
auf die Auflösung algebraischer Gleichungen von beliebigen Graden. 
Bemerkungen über eine Art von Functionen, welche ähnliche ey 
schaften haben wie die Sinus und Cosinus. 
Über die Berechnung von Tafeln Be“ Functionen,, z. B. der 
Logarithmen, der Kreisgröfsen, etc. 
Remarque, faisant suite au memoire de Mr. Abel sur - les series infinies. 


145. + Oltmanns, weiland Professor der Mathematik 
und Astronomie zu Berlin. 


. Beobachtungen über die Geschwindigkeit des Schalles in den Ebenen 


Süd-Amerikas; angestellt von Espinosa und Banza. . 
Beobachtungen über die Schwere, welche in den Häfen von Europa, 
Amerika und Asien, auf dem stillen Meere und in Neu-Holland 
während Malaspinws Welt-Umsegelung mit dem unveränderlichen 
Pendel angestellt worden sind. 


146. Oltramare,. Professor der höheren Mathematik an 
der Akademie der Wissenschaften zu Genf. 


Considerations generales sur les racines des nombres premiers. . 

Note sur les series decroissantes, dont les termes sont alternalivement 

positifs et negatifs. 

Memoire sur he resolution de l’equation indöterminde ax +bhy 
s(2’+ky? ® 

Note sur les ar qui existent entre les formes lingaires et les 

formes quadratiques des nombres premiers. 

Memoire sur la determination des racines primilives des nombres 

premiers. 


147. Orr Kkaleniker zu St. Petersburg. 


. Memoire sur le calcul des variations des integrales multiples. 


148. Pagani, Professor der Mathematik an der Univer- 
sität zu Lüttich. 


Nolte sur la loi de la refraction simple. a 

Sur la forme et le mouvement d’une bulle . se meut ä travers 
un liquide. 

Deplacement virluel d’un systeme de points, unis invariablement 
entre eux. 

Note sur "’attraction des spheroides. 

Demonstration d’un Iheor&me de Lumbert. 

Sur les pressions exercdes par un pesant qui repose sur plu- 
sieurs appuis. - 
Resolution d’un probleme relatif au " calcul de variations. 

Note sur une transformation .. de la formule fondamentale de 
la mecanique. 

Memoire sur ’equilibre d’un "corps "solide suspendu & aun cordon flexible. 


149. Dr. Pauker, Professor der Mathematik zu St. Petersburg. 


Note relative ä quelques regles sur la convergence des series. . 
Das elliptische Potential. 
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2. 


49. 
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III. 197. 
III. 243. 


II. 252. 
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IV. 307. 


. IV. 3093. 


. IV. 345. 
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1. 151. 
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IV. 332. 


IV. 351. 
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150. Dr. F. Piper, Prohnmes der Theologie an der Uni- 
versität zu Berlin. 


. Zur Kirchenrechnung. 


151. J. Plana, Director der Sternwarte, Professor und 
Akademiker zu Turin. 


. Recherches analytiques sur les expressions du rapport de la circon-) 


0 
. Note, oü l’on explique une remarquable objection faite par Euler 1751\ 


ference au diametre trouvees par Wallis et Brounker, et sur la 
theorie de l’iintegrale Eulerienne ar-1O9r 1—.x”)”. 


contre une regle donnee par Newton dans son Arithmetique uni- 
verselle pour extraire la racine d’un binome reel de la forme ya-+yb, 
quel que soit le degre impair de la racine demandee, si toutefois elle 
est impossible. 


3. Memoire sur l’expression analylique de la surface totale de Pellipsoide 


dont les trois axes sont inegaux; el sur l’evaluation de la surface 
d’une voute symmelrique a base EEE S\ retranchee dans la 
moitie du m&me ellipsoide. 


ce D. 


17. 
17. 
17. 


17. 
2O. 


17. 


. Memoire sur differents procedes d’intögration par lesquels on obtient) 9 20 


l’attraction d’un ellipsoide homogene dont les trois axes. sont inegaux, \ 26, 


rn Fl RE © ee 
'oM 


. Note sur Vintögrale = V/, qui exprime la somme des el@ments 


„ 
de la masse d’un ellipsoide, divises Bee ge mi leur distance 
d’un point attire. 


. Nouvelle formule pour reduire l’integrale A z. y a la forme tri- 


EURNER des transcendentes 2 To T et X, ayant cette forme: 
H+Hy—1 H— H,y—1 


ee ATie (KK, VD TE kK—Ky—i)a’ 
V=.'+ir’+Ar’+Br+D.. . Rare Bi 


152. Dr. Plücker, Professor der Mathematik und Physik 
an der Universität zu Bonn. 





. Über die Krümmung einer beliebigen Fläche in einem gegebenen 


Puncte. 


2. Über die allgemeinen Gesetze, nach welchen irgend zwei Flächen 


einen Contact der verschiedenen Ordnungen haben. 


3. Über ein neues Coordinatensystem. 
1. Über ein neues Prineip der Geometrie und den Gebrauch allgemeiner 


Symbole und unbestimmter Coöffieienten. 


5. Über eine neue Art, in der analytischen Geometrie Puncte und 


Curven durch Gleichungen darzustellen. . . . 


). Geometrische Lehrsätze. 
. Note sur une theorie generale et nenvelle des 'surfaces "courbes. 
. Geometrische Aufgaben und Lehrsälze. 
. Über solche Puncte, die bei Curven einer höheren Ordnung als die 


zweite, den Brennpuncten der Kegelschnitte entsprechen. 


. Nachrichten von Büchern. 
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A. B. C. 
41. Analytisch - geometrische Aphorismen. 10. II. 217; 10: IV. 293; 

11. 1. 26; 11. II. 117; 11. II. 219; 11. IV. 356. . 
12. Solution d’une question fondamentale concernant la theorie generale 

des courbes. . . . -, 1 
13. Theoremes generaux concernant les öquations d’un n degre quelcon- 

que entre un nombre quelconque d’inconnues. . » 2 22.2... 16. 
14. Discussion de la forme generale des ondes lumineuses. . ' 
15. Aphorismen aus der Geometrie des Raumes. . ei 
16. Über Curven dritter Ordnung, und analytische Beweisführung. . . 34 
17. Note sur le theoreme de Pascal. . . . Ei 
18. 


19. 


20. 
21. 


u 


sonen mum 
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Die analytische Geometrie der Curven auf den Flächen zweiter Ord- (34. 
nung und Ülasse. . 134. 


Über eine neue mechanische Erzeugung der Flächen zweiler Ordnung 
und Classe. . . . u A 
Über das Ohmsche physicalische Gesetz... . 35. 


Sur la reflexion de la lumiere dans le cas des surfaces du second 
degre, analogue ä celle qui aux figures des sections coniques a donne 
nn. a ee Er a 9 


153. +Poisson, weiland Akademiker und Pair von 
Frankreich. 


Rapport sur un ouvrage manuscrit de Mr. Ostoyrasky intitul&: Cours 


de mecanique celeste. A T. 
Notice sur son ouvrage sur la theorie de Paction capillire T. 
Memoire sur la courbure des surfaces. 8. 
Note sur la surface dont l’aire est un minimum entre des limites 

donnees.. . . ne 
Rapport sur deux mdmoires de Mr. "Liowville. Te 2 
Discours prononc& aux funerailles de Mr. Legendre. . . . . . 10. 
Theoremes relatifs aux integrales des fonctions algebriques. . . . 12. 


Preambule de son ouvrage sur la theorie mathömatique de la chaleur. 12. 
Rapport sur un memoire de Mr. Liowville, concernant une question 
REES ARE: >: 4 sn ne *.. dmlnlähzuiiti.. *. Me 


154. J. V. Poncelet, Ingenieur-General zu Paris. 


Frottement des vis et des &crous. R 

Methode abregee pour le trac& des engrenages de roues d’ angle 
Memoire sur les centres de moyennes harmoniques. 

Memoire sur la theorie generale des polaires reciproques; pour faire 
suite au memoire No. 3. ge‘ 


Analyse des transversales, appliquee ä la recherche des proprietes 
projeclives de lignes et surfaces. (Suite des memoires No. 3 et 4.) 


. Application de la methode des moyennes a la transformation, au 
calcul numerique et ä la determination des limites du reste des series. 13. 


Sur la valeur approchee lineaire et rationnelle des radicaux de la forme 
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192. Dr. Somoff, professeur d’analyse ä l’universite de 
St. Peterbourg. 


. Demonstration des formules de Mr. Jacobi, relatives a la theorie de 
. 42. 


la rotation d’un corps solide. . i 
Methode du calcul des fonctions elliptiques du troisieme espece. 


193. C. @. Specht, Cand. phil. zu Berlin. 


. Annäherungsconstruction des Kreis-Umfanges und Flächen-Inhalts. . 
2. 


Zweite Annäherungs-Construction des Kreis-Umfanges. . 


©. 


38. 
. MM. 
47. 
. 4. 


37. 


33. 


16. 


28. 


. 28. 


. 22. 


10. 
12. 


16. 


47. 


m. 


IN. 
IM. 


IV. 


m. 


1. 
u. 


II. 


ll. 


ll. 


ll. 
IM. 


E. 


227. 
A. 


77. 


238. 
246. 


340. 


68. 
71. 


179. 


179. 


184. 


23. 


17>. 
97. 


Y5. 


269. 


83. 


. 405. 
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a. 


Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 


B. 
194. S. Spitzer, Assistent und Privatdocent der Mathematik 
am K. K. polytechnischen Institut zu Wien. 
Bemerkung zur Theorie der Gröfsten und Kleinsten. . 


195. W. Spottiswoode, de l’universite d’Oxford. 
Memoire sur quelques formules relatives aux surfaces du second ordre. 


2. Memoire sur les points singuliers d’une courbe a double courbure. . 


Two leitres of the geometrical correspondence between Mr. Donkin 
and Spottiswoode. 


196. Dr. ph. Stader, zu Berlin. 


. De orbitis et motibus puneli cujusdam corporei circa centrum 


attractivum aliis quam Newtoniana, attractionis legibus sollieitati. 
197. Dr. W. Stammer, aus Luxemburg. 
Über Kreis- Coordinaten. 


198. Dr. Staudt. Professor der Mathematik an der 
Universität zu Erlangen. 


‚ Beweis eines Lehrsatzes, die Bernoullischen Zahlen betreffend. 
2. Construction des regulären Siebenzehnecks. . . . 
3. Über die Inhalte der Polyöder und Polygone. 
. Beweis, dafs jede alge ‚braische rationale ganze Function von einer 


Veränderlichen in Factoren vom ersten Grade aufgelöset werden kann. 


199. Steichen, professeur a l’ecole militaire 
de Bruxelles. 


. Essai d’une theorie generale du centre de forces; pr&cede de quel- 


ques considerations sur la resultante. 


. Memoire de mecanique, relatif au mouvement de rotation et au mou- | 


vement naissani des Corps solides. 


3. Expose de diverses remarques et reflexions sur les moments, ei 


d’autres sujets de slatique. 


. De la propriete fondamentale du mouvement eycloidal, et de. sa 


liaison avec le prineipe de la composition des mouvements de ro- 
tation aulour d’axes parallels et d’axes qui se coupent. 


5. Note sur le $. 6. du memoire (No.2. ci-dessus). . 
;. Memoire sur la question reciproque du centre de percussion. 
. Quelques considerations sur l’equilibre du polygone funiculaire, et 


sur la chainette. 


200. +A. Stein, weiland Professor der Mathematik 
zu Trier. 


. Über die Vergleichung der verschiedenen Numerationssysteme. 


201. Dr. J. Steiner, Professor an der Universität 
und Akademiker zu Berlin. 


I. Einige geometrische Sätze. . 
2. Einige geometrische Betrachtungen. 
8. Fortsetzung derselben. 


Einige Gesetze der Theilung dee: Ebene und des Roums. 


bis 


©. 


48. 
42. 
42. 
47. 


46. 
46. 


44. 


21. 
24. 
24. 


29. 


38. 
43. 
43. 


4. 
46. 
46. 
48. 
0. 








gr 


6. 


10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 


17. 
18. 
19. 
0. 
21. 
22. 
23. 


24. 
25. 
26. 


27. 
28. 


29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 


36. 
37. 
38. 
39. 


40. 
41. 
42. 
43. 


44. 


46. 
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B. ©. 
Leichter Beweis eines stereomelrischen Satzes von Euler; nebst einem 
Zusatz zu (No. 1. hier oben). i 1. 
Verwandlung und Theilung sphärischer Figuren durch Construction. 2. 
. Auflösung einer geometrischen Aufgabe. 2. 
. Geomelrische Aufgaben und Lehrsätze. 2. 
. Geometrische Lehrsätze. 2, 
Zwei polygonometrische Sätze. 2. 
Auflösung einer Aufgabe aus den Annalen der Mathem. von n Gergonne. 2. 
Geometrische Lehrsätze. ; 2, 
Bemerkungen zu der zweiten Aufgabe i in der Abhandlung Band3.8.196. 3. 
Anmerkung zu dem Aufsatze Bd. 3. S. 199. FEN or 3. 
Aufgaben und Lehrsätze. . . „4 nr 
Demonstration geometrique d’un thöoreme relatif ä " Pattraction d’une 
couche elliptique sur un point exterieur. 12. 
Ein neuer Satz über die Primzahlen. 13. 
Aufgaben und Lehrsätze. 13. 
Einfache Construclion der Tangenten an die Lemniscate. 14 
Aufgaben und Lehrsätze. 14. 
Aufgaben und Lehrsätze. 15. 
Aufgaben und Lehrsätze. ) . 16. 
Maximum und Minimum des Bogens einer beliebigen Curve, im ı Ver- 
hältnifs zur zugehörigen Abscisse oder Ordinate. F;# 
Aufgaben und Lehrsätze. Ir 
Einfache Beweise der isoperimetrischen Hauptsätze. . ı a8 
Von dem Krümmungs-Schwerpuncte ebener Curven. . vi 
Über einige stereometrische Sätze. ee ° 
Sur le maximum et le minimum des figures dans le plan, sur Ja 424. 
sphere, et dans F’espace en gone. .. ... + Bft 
Elementare Lösung einer Aufgabe über das ebene und 'sphärische Dreieck. 28. 
Teoremi relativi alle coniche inscritte e circoscritte. So. 
Über eine Eigenschaft der Krümmungshalbmesser der Kegelschnitte. S—. 
Lehrsätze und Aufgaben. . 30. 
Über eine Eigenschaft der Leitstrahlen der Kegelschnite . S0. 
Geometrische Aufgaben und Lehrsätze. 31. 
Über Lehrsätze, von welchen die bekannten "Sätze über parallele 
Curven besondere Fälle sind. . 32. 
Geometrische Lehrsätze. . 32. 
Sätze über Curven zweiter und dritter "Ordnung. . 92. 
Über das dem Kreise umgeschriebene Viereck. 32. 
Elementare Lösung einer geometrischen Aufgabe; und "über einige 
damit in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegelschnitte. AB 
Über das gröfste Product der Theile oder Summanden einer Zahl. . 40. 
Lehrsätze. . 4. 
Lehrsätze. . 45. 
Combinatorische Aufgaben. 45. 
Über einige neue Bestimmungs- Arten der Curven "zweiter Ordnung, 
nebst daraus folgenden neuen Eigenschaften derselben Curven. . 45. 
. Allgemeine Betrachtungen über einander doppelt berührende Kegel- 
schnitte. he Nr . ° 
Aufgaben und Lehrsätze. . 45. 


Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


3851 
D. E. E, 
IV. 364. 3. 
L: 45. 48, 
Eu. 
L 9%. 3 
IL. 190. 3. 
III. 263. 5. 
IL. 268. 8. 
Il. 287. 6. 
11.201. 4. 
1.205. 2 
ll. 207. 6. 
I. 14. 3 
IV. 356. 5. 
IV. 361. 4 
L. 80. 3 
EZ a 
IV. 373. 6 
wir 
. 83. 9. 
I. 278% 9 
IV. 369 
IV. 281. 16. 
. 33 
1. 101) 9% 
II. 275. 10. 
II. 93 
u. 189) 122. 
IV. 375. 5. 
Il. 97. 40. 
1.271. 2 
11. 273. 4 
IV. 337. A 
L 9%. 3 
Er 
IL. 182. 3. 
IV. 300. 5. 
IV. 305. 6 
IL. 161. 32. 
III. 208. 1. 
1.275. 2 
11. 177. 4 
I. 184. 5. 
III. 189. 23. 
III. 212. 13. 
IV. 395. 6. 








25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 50. 


B. €. D. E FE. 
. Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Curven. . . . ...4. 1 1 6 
. Über solche algebraische Curven, welche einen Mittelpunct haben, 

und über darauf bezügliche Eigenschaften allgemeiner Curven; so 

wie über geradlinige Transversalen der letztern. (Theils Auszug, 

theils Erweiterung eines am 26. Mai 1851 in der Akademie der 

Wissenschaften (zu Berlin) gehaltenen Vortrages). 
. Aufgaben und Sätze, bezüglich auf (No. 48.) i i 
. Eigenschaften der Curven vierten Grades rücksichtlich ihrer Doppel- 

langenten. . 
. Über algebraische Curven und Flächen. 


202. v. Steinheil, zu München. 


. Hydrostatische Aufgabe. 


203. Dr. Stern, Professor in Mathematik an des FE 


versität zu Göttingen. 
. Bemerkungen über die höhere Arithmelik. 
Theoreme et probleme. . N 
Summirung zweier Kettenbrüche. 
Obervationes in fracliones continuas. 
Bemerkungen zur höheren Arithmetik. . 
Remarques sur un iheoreme enonce par Mr. Fourier. ZH IEFZE: 
Theorie der Kettenbrüche, und ihre Anwendung. 10.1.1; 10. Il. 154; 
10. II. 241; 10. IV. 364; 11. 1. 33; 11.11. 142; 11.1. 277; de PR 
. Über die Summirung gewisser Reihen. . . . . EN AT 
. Algebraischer Lehrsatz. . . . EIER 
. Demonstration de quelques Ihöorömes : sur les nombres.. . . . 12. 
. Note sur la conversion des series en produits composes d’un nombre 
infini des facteurs. . . 12. 
. Beweis dreier Lehrsälze von Steiner, Band 13. S. 361 und 362: "nebst 
zwei andern Aufgaben. . . . .  RTETUEDR TE PIE 
. Zur Theorie der Kettenbrüche. . - 2 2 2 2 2 2 2 222. #8. 
 AUBERE  . e TRT OTE Ar 
‚ Lehrsätze. . . i ET Sn a Anz 
. Sur la valeur d’une serie infnie. Ma N 
. Beiträge zur Combinationslehre und der "Anwendung auf die Theorie (21. 
der Zahlen. . . . EEE AO A 21. 
3. Remarques sur les integrales Eulc riennes. . . gr Ba 
. Über die Auflösung der transcendenten Gleichungen. HERE HERE 3 © 
. Elementarer Beweis eines Fundamentalsatzes aus der Theorie der 
Gleichungen. . . FRE PRRTÄER 
Bemerkung zu der Abhandlung von “Luchterhand Nr. 2. vw 2er 
. Über die Coöfficienten der Secantenreihe. - - > 2 .2.2.2.2..2%. 
. Notiz über einige Producten- Ausdrücke. . » 2 2 22 2.2... 2T. 
. Eine Bemerkung zur Zahlentheorie. . - wre ROTE SR 
. Über die Summe einer gewissen endlichen Reihe. TE. Are 166 
. Über die Anwendung der Sturmschen Methode auf transcendente 
Gleichungen. . . RR. VER 
. Über die Irrationalität des Werths gewisser Reihen. gegen 
. Über die Kennzeichen der Convergenz eines Kettenbruchs. . . . 37. 


204. Dr. Strehlke, Professor der Mathematik zu Berlin. 


. Über den Krümmungshalbmesser der Kegelschnitte. . . . ... 2%. 
. Zwei mathematische Bemerkungen. . . - . » 2: 2.2... 3%. 
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25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 


B. C. 
205. J. Sussmann, Assistent am Königlichen Gewerbe- 
Institut zu Berlin. 


. Vereinfachung des Beweises von Cauchy, dafs Jo KTRENG nten 


Grades wenigstens eine Wurzel hat. . . 7.0 u: Mh 
206. Dr. A F. Brkabeie.. ı zu Ssschhaien; 
. Memoire sur quelques integrales definies. . . EEE 1 
Sur le mouvement des fluides. . . Bar 
207. Dr. Swellenfrkbel;: zu | Utrecht. 
. Beitrag zur Lehre von den geometrischen Verwandtschaften. . . . 43. 
208. P. Tardy, Professor der Mathematik zu Rom. 

. Sulle equazioni differenziali lineari. . . . ARUPuE » > 
Sulle equazioni lineari alle differenze finite.. . . 2 2 2 2.2. 2. 
Sopra un teorema di Poligonometria. . » : 2 2 2 2 2.0. 47. 

209. Dr. P. Tcehebicheff, zu Moscau. 
. Note sur la convergence de la serie de Taylor. A - 28. 
. Demonstration elementaire d’une gan REN de la theorie 


des probabilites. . . . 33. 


210. Dr. A. Tellkampf, Professor der RER zu 
Hamm in Westphalen. 


. Nova curvas investigandi methodus. . . . Er - 
211. Dr. A. ER 3 zu Cambridge, 

. Ein Beitrag zur Zahlentheorie. . . . Te ° 
212. Theremin, colonel du genie de voies de commu- 

nications, a Saralow, principaute d’Astrachan. 

. Recherches sur la figure et le mouvement d’une bulle d’air, dans un 
liquide de densite constante ec. -. ». . 2 2 2 2 m nn. 
Suite de ces recherches. . . . TE 
Recherches sur la resolution des &qualions de tous les degres. .. : 

213. W. Thomson, fellow of St. Peters college at 
Cambridge. 

. Introductory notices to the essay on the application of mathematical 

analysis to Ihe theories of electricity and magnelism. . . . 38. 
214. Abbe Bern. Tortolini, Professor der höhern 
Mathematik an der Universität zu Rom. 

. Sur les transformations et les valeurs de plusieurs integrales definies 
qui se rapportent aux surfaces et aux solidites des volumes. . . . 26. 
Memoire sur quelques applications de la methode inverse des tan- 
gentes. ;. . . u 7 

. Nuove applicazioni del Calcolo integrale relative alla quadratura delle (31. 
superficie curve e cubatura de solidi. . . . SA 34. 
Nota sopra l’equazione di una curva del sesto ordine, che s’inconträ 
in un problema riguardante Vellissi. . . . 33. 

215. Dr. J. C. Ullherr, Professor an der polytechni- 
schen Schule zu Nürnberg. 

. Zwei Beweise für die Existenz der Wurzeln der höheren algebraischen 
Gleichungen. in ana. uw Baia Aier' rich Be means 
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IV. 


IM. 


IV. 
IV. 
ll. 
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E FE 
57. 8. 
55. 14. 
153. 11. 
245. 38. 
131. 3. 
134. 4 
135. 8 
279. 5 
259. 9. 
93 
] 1018 17. 
89. 4 
9. 9. 
374. 6. 
187. 56. 
23. 3 
27. 1. 
288. 23. 
12 
of, 49. 
9%. 5. 
23. 4 





384 95. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 5 


A. B. Ü. 
216. Dr. Umpfenbach, Professor der Mathematik an 
der Universität zu Gielsen. 
. Über die Sonderung der Wurzeln einer Gleichung. . . . . 20. 
2. Beweis, dafs ein Vieleck mit gegebenen Seiten am gröfsten ist, wenn 
seine Ecken in einem Kreise liegen. . . ee; 
3. Über die Verallgemeinerung des Pythagoräischen Lehrsatzes. rar 
- Durch vier gegebene Puncte eine Parabel zu ziehen. . . . . . 26. 
. Von den vielfachen Puncten einer krummen Fläche... . . . ...%8. 
). Ein Lehrsatz von Kegelschnilten. . . . » . a a 


217. Dr. Unger, Professor zu Erfurt. 


. Einfacher geometrischer Beweis, dafs, wenn R und r die Halbmes- 
ser der in und um ein Dreieck beschriebenen Kreise bedeuten und 
D die Entfernung der Mittelpuncte dieser Kreise von einander be- 
zeichnet, D’ = R?—2Rr ist. 

Aufgaben und Lehrsätze. 

3. Geometrische Aufgabe. 


218. P. Volpicelli, Professor an der Universität zu Rom. 


. Rectificalion des formules, qui expriment le nombre des decompo- 
sitions d’un nombre donne en deux carfEes. . 2 2 2 2.2 20 .2..49. 


219. Dr. Waltinowsky, damals zu Triest. 


. Einiges über die Berechnung der reellen Wurzeln numerischer Glei- 
chungen mittels ohne Ende "fortlaufender Reihen. . . . ‚133. 


220. Dr. C. Weierstrafs, Oberlehrer der Mathematik 
am Gymnasio zu Braunsberg in Ostpreufsen. 
. Zur Theorie der Abelschen Functionen. . . .». . . EEE 


221. Jul. Weingarten, Stud. math. zu Berlin. 
. Zur Theorie des Potenlials. . - . . " ee 4° 


222. Dr. Weifs, damals zu München. 
34. 


. Einige Aufgaben aus der Combinationslehre. . ». . 2x 2 2... 38 


. Einige Aufgaben aus der Lehre von den wiederkehrenden Reihen, . 38. 


223. Dr. W. PER zu Halver bei ra 


. Geomelrisches. . . j . 44. 


224. A. W inkler, Profänser gr Mathematik am ul 


technischen Institut zu Brünn. 

. Kurze Ableitung des Legendreschen Satzes über die Reduction der 

Berechnung eines sphärischen auf die eines ebenen Dreiecks. . . 44. 
2. Über. die Reduction doppelter Integrale auf Quadraturen. . . . . 45. 
. Transformation dreifacher ae or durch IR der Integrations- 

Nr b.. PP = D0 SP DEEye DERe./2. 27 Ze 
‚ Über einen elementaren Satz der Statik... . . ee Se 
. Über die Reduction dreifacher Integrale auf Quadraturen. ee ... 
. Bemerkungen über einige Formeln der Geodäsie... . » 2... .50. 

225. Dr. F. Wöpke, Privatdocent an der Universität 


zu Bonn. 
. Notice sur un manuscrit arabe d’un traite d’algebre par Aboul Fath 
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16. 


. Über die Fufspunctencurven der Linien zweiten Grades. 


. Über das Princip der kleinsten Wirkung. . 


. De compositione numerorum e cubis integris primitivis. 


25. Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bünde 1 


Omar Ben Ibrahim Alkhaydmi, contenant la construction geome- 
trique des &quations cubiques. 


a 


. Note sur l’expression (( ( ) ” ) et les fonctions inverses cor- 
m. 


respondantes. 


226. Dr. R. Wolf, Profsniae die Mathematik a an FR 
Universität zu Bern. 


227. Dr. Zech, damals zu Tübingen. 


228. G. Zeuner, Berg-Ingenieur zu Chemüitz. 


. Lösung einiger Aufgaben aus der Axonometrie; mit besonderer Be- 


rücksichtigung der Anwendung derselben bei bildlicher TE 
der Zwillingskrystalle. 


229. Dr. Zornow, Probeand 6 Mathematik zu Königs- 
berg in Preufsen. 


. Demonstration de la solution du problöme de Malfatti, donnee par 


Mr. Steiner tome I. p. 178. 


Ungenannte. (Anonymes.) 


A. Abhandlungen. (Memoires.) 


Theorie der Hebelwage von Quintenz. 

Bemerkungen über ein Polyeder. 

Beweis eines geometrischen Lehrsatzes. . 

Auflösung der Aufgabe No. 19. Band 2. S. 99. 

Von der Zerlegung symmetrischer Polyeder. 

Theoreme sur les nombres. . 

Beweis des Lehrsatzes vom Fünfeck Bd. 4. S. 396. 

Theor&me sur les nombres. . 

Preis-Aufgabe der Petersburger Akademief. 1833 (über Ebbe und Fluth). 
Preis-Aufgabe der Berliner Akademie für 1836 RR den Bielaschen 
Cometen). go ’ 


. Theorie des paralleles. . 
. Sur la valeur de 0°. 

. Bemerkungen zu No. 12. er 
. Recension der ‚‚Untersuchungen über die Eigenschaften der positiven 


ternären quadratischen Formen vom Dr. L. A. Seeber, Professor der 
Mathematik zu Freiburg.” 


. Extrait du proces verbal de ’academie imperiale des 'seiences de 
St. Petersbourg du 22 Septbr. 1841 (concernant l’edition des ouvrages 23. 
26. 


de L. Euler). . . ’ 
Unedirter Brief des berühmten Mathematikers Joh. Bernoulli (geb. 
1667, gest. 1748) an L. Euler in St. FON datirt aus Basel 
den 11. August 1731. 


B. Aufgaben und Lehrsätze. _ (Problömes et Theorömes.) 


. Aus der Analysis, Geometrie und angewandten Mathematik. 


Desgleichen. 





bis 50. 
©. 
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. 46. 


ir 
14. 
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IE 
12. 


20. 
23. 


. 23. 
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D. E. 
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ll. 


ll. 


IV. 
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1. 
IM. 
IV. 
IM. 
I. 
II. 
IV. 
IV. 


IV. 

I. 
IM. 
IV. 


IV. 

1. 
IM. 
IV. 


ll. 


1. 
1. 


160. 


83. 


Ss. 


177. 
97. 


JUL. 
276. 


157. 
199. 
282. 
351. 
296. 
296. 
316. 
386. 
412. 


409. 
198. 
272. 
292. 


312. 
7 


287 
368 


199. 


99. 
193. 
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Verzeichnisse des Inhalts und Umfangs der Bände 1 bis 
B. 
Geometrie. . » . . . . . 

Analysis, Geometrie und angewandten Mathematik. 

Theorie der Gleichungen. . . . . 

Geometrie. 

Geometrie. 
der Geometrie. . . . 
9. Aus der Differenzen- und Differential Rechnung. 

. Zur Theorie der Gleichungen und zur Aörodynamik. 

. Bemerkungen zu der Abhandlung von Minding No. 1. 
Theoremes et problemes snr les nombres. . . 
Geometrische Lehrsätze und Aufgaben. 

. Beweis des Lehrsatzes B. 3. 8.312. . 

Geometrische und analytische Baiha 

Statische Aufgabe. 

Mechanische und geometrische Aufgaben. 

Sätze von Herrn Str. in Berlin. 

Algebraische Aufgaben 

Aufgabe n. 

Frage n über Fuhrwe rksräder. ar Br 
2. Atigeben. . ern tee a ee ie 


C. Nachrichten von Büchern. (Avis de livres.) 


Über Analysis und synthetische Geometrie. 

Über verschiedene Theile der Mathematik. 

Desgleichen 

Desgleichen. 

Desgleichen. 

Von den Anfangsgründen der höheren. Mechanik; nach der antiken, 
rein geometrischen Methode bearbeitet von Dr. Lehmann. 

Über verschiedene Theile der Mathematik. 

Über den Grundrifs der analytischen Sphärik von Gudermann.. 
Über Zahlenlehre und verschiedenes Andere. 


D. 
II, 
IV. 
I. 
IV. 
IV. 
I. 
1. 


E. F. 
292. 
396. 
97. 
408. 
396. 
110. 
222. 
Il. 318. 
I. 81. 
I. 100. 
1. 213. 
. 11. 310. 
I. 103. 
Il. 200. 
Il. 308. 
I. 95. 
IV. 395. 
I. 191. 
IV. 366. 
IV. 376. 


der 
der 
der 
der 
der 


.„ Aus 
Aus 
Aus 
Aus 
Aus 
Aus 
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11. 
11. 
16. 
25. 
28. 
40. 
44. 


m DO SO 


i. 9. 
IV. 399. 
IV. 410. 
IV. 400. 
IV. 424. 


ec a 


IV. 
IV. 


417. 
422. 
IV. 416. 
IV. 418. 


Une partie des articles anonymes nommes ci- 
dessus, et des problemes et theoremes, ainsi que des 
critiques de livres, meme peut-ötre la plus grande 
partie, ont ete ecrits par lediteur du journal. Il ne 
s’est pas nomme comme auteur de tels articles par- 
ceque, comme il l’a declare tome 2 page 395 il aurait 
ete possible que Videe de quelque probleme etc. lui 
eüt ete suppeditee par quelque livre ou par quelque 


Dumm 


Manches von Dem, was hier unter ‚ÜUnge- 
nannte” verzeichnet steht, und von den Aufgaben 
und Lelrsätzen, so wie von den Nachrichten von 
Büchern, sogar vielleicht das Meiste, hat der Heraus- 
geber dieses Journals aufgesetzt. Wie im 2. Bande 
S 395 bemerkt, hat er sich zu dergleichen Auf- 
sätzen deshalb nicht genannt, ‚weil es möglich 
‚wäre, dafs ihm, ohne sich dessen zu erinnern, 


„die Idee zu dieser oder jener Aufgabe etc. durch 
„irgend ein Buch oder ein Gespräch mitgetheilt 
„wäre, und er die Möglichkeit, etwa unbewulfst 
„fremde Ideen sich zuzuschreiben, entziehen 
„wollte. Er trat daher die Ideen zu den Aufga- 
„ben etc., für den Fall, dafs sie Jemand Anderes 
„schon gehabt haben sollte, im Voraus ab.” Jetzt, 
nach so langer Zeit, kann er sich nicht mehr mit 
Sicherheit erinnern, was von ihm, und was von 
wirklich ungenannten Andern herrührt. Es muls 
daher Alles Obige schon die Überschrift ‚‚Unge- 
nannte’ behalten. In der That kommt es ja auch 
nicht darauf an, wie ein ungenannter Verfasser von 
Diesem oder Jenem heifst, sondern nur auf den 
Gegenstand selbst. 


entretien, et qu'il voulait se soustraire a la possi- 
bilite de s’arroger a son insu des idees d’autruwi. 
C'est pourquoi il abandonnait les idees en tous cas 
a d’Autres. Aujourd’hui, apres tant d’annees, il ne 
se souvient plus avec surete, si tel ou tel petit article 
a ele Ecrit par lui meme, ou s’il est vraiment ano- 
nyme. Donc il faut que les articles specifies ci-dessus 
sous A, B et C, passent tous pour anonymes. Enfin 
il est assez indifferent, de connaitre le nom de l’au- 
teur d’un petit article, attendu qu'il ne s’agit que 
du sujet. 
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1. 


Inhaltsverzeichnifs 
der Bände 1—50 nach den Gegen- 
ständen der Beiträge. 


Wenn man die Zahlen dieses Verzeichnisses 
in dem Inhaltsverzeichnifs I. unter den je vor den 
Zahlen stehenden Namen der Verfasser aufsucht, 
so findet man dort die Titel derjenigen Abhand- 
lungen, welche der Verfasser über die hier in den 
Überschriften angegebenen Theile der Mathematik 
im Journal geschrieben hat; nebst den Nummern 
der Bände, Hefte und Seiten, wo die Abhandlun- 
gen im Journale stehen. 


Table des matieres 
des tomes 1—50, selon les differentes 
parties de la science. 


En cherchant les mumeros de cette table 11 
dans la table I, sous les noms des auteurs marques 
ici devant les dits numeros, on trouwve dans la table I 
les titres des articles que l’auteur a ecrits dans 
le journal sur les differentes parties de la science 
qw'indique la table II; ainsi que les numeros des 
tomes, cahiers et pages ou se trouvent les articles 
dans le journal. 





1. Reine Mathematik. 


1. Analysis. 
A. Arithmetik und Algebra. 


I. Mathematiques pures. 


1. Analyse. 
A. Arithmetique et algebre. 


N.H. Abel5. F.Arndt3. Burg1i. Cayley 2.5.7.12.19. Th. Clausen 1. 30. 





Crelle 4. 6. 7. 15. 22. 24. Eisenlohr 1. Eisenstein 6. 9. 11. 18. 19. 21. 28. Fischer 1. 
Förstemann 1.5. O.Hesse14. C.J.D. Hill1. 10. Hoppe 3. C.G.J. Jacobi 5. 58. 
67. 75. Meissel 1. M. Ohm 1. L. Olivier. 11. Plana2. Poncelet?T. Richelot 2. 
Schellbach 1. Scherk 2.5. Schlömilch 2. Slonimsky 2. Spitzer 1. Staudt 1. 14. 
Steiner 40. Stern 9. 23. Wöpke 1. 2. Anonymes A. 12. 13. B. 1. 2. 4. 19. 0. 1. 


B. Combinatorik. B. Analyse combinaloire. 


Beyer 1. Clausen 21. Crelle 21. Förstemann 4. Gudermann 4. 
C. @. J. Jacobi 59. 60. 61. 62. Ottinger 4 Ramus 2. Scherk 1.6. Steiner 15. 
18.43. Stern 14. 15. 17. Weiss 1.2, Anonymes B. 20. 


C. Zerlegung der Brüche. C. Decomposition des fraclions. 


Beyer 1. Brioschi 2. 3. Clausen 31. Crelle 12. E. H. Dirksen 1. 
Eisenstein 28. C. G. J. Jacobi 20. Ottinger 2. Schellbach 2. 


D. Theorie der Zahlen. D. Tüheorie des nombres. 


N. H. Abel 14. Arndt 2. 5. 6. 7. 8. 9. Brenneke 1. Bretschneider 3. 
Cayley 16. Catalan 1. Th. Clausen 6. 30. Crelle 8. 11. 17. 20. 23. 36. 38. 40. 44. 
Dienger 7. Lejeune Dirichlet 1. 2. 3. 4. 8. 9. 13. 14. 15. 16. 17. 18. 21. 22. 24. 25. 26. 
Eisenstein 1. 2. 4. 5. 9. 10. 12. 13. 14. 17. 20. 22. 23. 24. 26. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 
34. 35. 36. Mad. S. Germain 2. Göpel 3. Grunert 6. 9. Hermite 3. 4. 5. 6.7.8. 
Hill 9. 141. A. v. Humboldt 1. C. G. J. Jacobi 3. 12. 14. 21. 28. 35. 43. 57. 58. 
76. 80. 92. 98. Kronecker 1. Kulik 1. Kummer 6. 11. 13. 14. 17. 18. 20. 21. 22. 


24.25. Libri5. Märkeri. Minding 56. W.H.Miller 1. Möbius 15. Oltramare 1. 
3. 4. 5. 


Scheffler 1. Scherk 4. Schönemann 1. 2. 3. 4. 5. Siebek 2. 
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Jo. Smith 1. Stein 1. J. Steiner 15. 17. 18. 40. Stern 1. 2. 5. 10. 12. 14. 15. 
17. 24. A. Thacker 1. Volpicelli 1. Zornow.2. Anonymes A. 6. 8. 14. B.2. 
12. 22. (. 9. 


E. Kettenbrüche. E. Fractions continues. 


F. Arndt 9. Borchardt 2. Th. Clausen 2. Eisenstein 25. Heilermann 
1.2.3. Heine 4. C. G. J. Jacobi 37. Löwenstern 1. Möbius 7. Öttinger 6. 
Ramus 4. Siebek 1. Stern 3. 4. 7. 13. 28. Anonymes B. 2. 18. 


F. Theorie der Gleichungen. F. Theorie des equations. 

N. H. Abel 2. 19. 23. Bellavitis 1. Bouniakowsky 1. Burg 3. Cayley 
16. 19. Th. Clausen 9. Collins 1. Crelle 14. 42. Deahna 1. E.H. Dirksen 4. 
Eisenlohr 2. Eisenstein 3. 6. 9. 15. 16. 33. Enke 1. Fischer li. Förstemann 
1.5. Gaufs 1. Gräffe 4. Grunert li. Heilermann 2. 4. Heine 12. 0. Hesse 
10. 17. Hill 1. 4. 6. 10. C. G. J. Jacobi 2. 22. 39. 41. 44. 46. 59. 60. 61. 71. 
Joachimsthal 5. 11. Libri 6. 7. Löwenstern 1i. Lottner 2. E. Luther 1. 2. 
Malmsten 1. Minding 11. 19. L. Olivier 2. 4. 9. Plücker 13. Raabe 14. 
Richelot 2. Schönemann 3. Schultze 1. N.W. Schulze 1. Stern 6. 19. 20. 26. 
Strehlke 2. Sufsmann 1. Theremin 3. Ullherr 1. Umpfenbach 1. Walti- 
nowsky 1. Wöpke 1. Anonymes B. 1. 2. 4. 5. 10. 


@. Analytische Facultäten. G. Facultes analytiques. 

Clausen 28. Crelle 10. 27. Lejeune-Dirichlet 10. Gudermann 15. 
Hoppe 4. C. G. J. Jacobi 32. Kummer 15. Löwenstern 1. A. Müller 2. 
M. Ohm 2. 3. Ottinger 5. Raabe 18. 27. 29. Schläffli 1. Schlömilch 10. 


H. Interpolation. H. Interpolation. 
Clausen 12. E. H. Dirksen 2. L. Olivier. 9. 


I. Elimination. I. Klimination. 


Cayley 6. Clausen 29. Crelle 37. C.G. J. Jacobi. 46. 75. 0. Hesse 7. 
Ss. 9. Magnus 6. Minding 22. 24. 25. Richelot 6. Rosenhain 2. 


k. Theorie gewisser Functionen. K. Theorie de certuines fonctions. 
N. H. Abel 11.11. 23. Aronhold1. Bretschneider 2. Broch 1.2. Cayley 

I. 2. 5. 7. 9. 17. 18. 19. Th. Clausen 8. 9. 32. Collins 1. Crelle 10. Dienger 
s. 13. Eisenlohr 1. Eisenstein 30. Gudermann 2. 5. 6. 28. Heine 9. 10. 11. 
Heinen 3. Hermite 2. ©. Hesse 14. 16. 20. 21.23. Hill 5. 6. 7.8.12. C.G.J.Ja- 
cobi 5. 33. 75. Jordann 2. Jürgensen 1. 2. 4. 5. Kummer 12. 23. Libri 1. 2. 
4.8. Lottiner 1. Luchterhand 1. Magnus 1. A. Meyer 1. Minding 7. 11. 
L. Olivier 7. 10. Raabe 13. 31. 35. Radike 1. Ramus1i. Richelot3. Rosen- 
hain 2. Salmon 1. Schellbach 8. 13. Schläffli3. Staudt 4. Anonymes B. 


1. 2: 9..49. 


L. Theorie der Reihen. I. Theorie des series. 

N. H. Abel 7. 10. 12. 23. F. Arndt 1.4. Björling 1. Bretschneider 2. 
Clausen 3. 4. 8. 10. 14. 26. Crelle 7. 18. Dienger 1. 2. 5. 9. 10. 12. Lejeune- 
Dirichlet 6. 11. 12. 14. Dirksen 3. Eisenlohr 1. Eisenstein 8. 25. 34. Gru- 
nert 2. 11. Gudermann 10. 14. Heilermann 1. 3. Heine 3. 4.5.7. Hill 3. 
C. G. J. Jacobi 36. 49. 58. 83. 90. 91. Jürgensen 3. Kummer 2. 3. 4. 5. 7. 23. 
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Lame et GClapeyron 4. Libri 2. Luchterhand 2. Malmsten 2.3. A. Meyer 1. 
Möbius 9. 22. Nernst 1. 2. M. Ohm 1. L. Olivier 8. 12. Oltramare 2. Pau- 
ker 1. Poncelet 6. Prehn 3. Raabe 8. 12. 13. 17. 19. 0. 23. Schäffer 2. 
Schellbach 2. 7. Scherk 5. Schlömilch 2. 9. vw. Schmidten 2. Siebek 2. 
Smaasen 1. Staudti. Stern 8. 11. 12. 16. 21. 22. 25. 27. Tardy1.2. Tchebi- 
cheffi. Weifs?2. Anonymes B. 1.2. 


M. Differenzen-, Differential-, Inte- M. Calcul differentiel et integral, des 
gral- und Variations-Rechnung. vartations et des differences. 


N. H. Abel 6. 10. Aoust 1. Bretschneider 2. Ch. Broke 1. Clausen 9. 
17. 29. Crelle 18. Deahna 2. Dedekind 1. Lejeune-Dirichlet 10. Grunert 7. 
Gudermann 22. 32. Hansen 1. Haedenkamp 1.3.4. Heine 1. O0. Hesse 5. 
Hill 2. 5. 12. 13. 14. 15. 16. Hoppe 1. C. G. J. Jacobi 1. 7. 8. 10. 21. 25. 30. 31. 
33. 47. 54. 55. 56. 693. 64. 70. 81. 84. 87. 88. 89. 96. 97. Joachimsthal 4. 9. Jür- 
gensen 2. 5. 6. Kartscher 1. Köhlau 1. Kummer 1. 10. Lebesque 1. Libri 
7. 9. 10. Liouville 1. 2. 3. 4.5.6. Lobatto 1. 2. 3. 4. 6. Luchterhand 1. 
Malmsten 4.5.6. A. Meyer 1. Minding 3. 8. 9. 23. 26. A. Müller 3. Neu- 
mann 1. Ostrograsky 1. Ottinger 1. Pagani7. Pauker 2. Plana 1. 6. 
Poisson 5. 7. 9. Raabe 9. 12. 21. 22. 23. 30. 32. 24. Radike 2. Ramus 1. 3. 
7. 10. Richelot 8. 9. 16. Sauer 1. Schäffer 1. Schellbach 5. 9. Scherk 
Schläffli2. Schlömilch 1. v. Schmidten 1. Stern 18.  Tortolini 2. 3. 
Winkler 2.3.5. Anonymes B. 4.9. (. 1. 


sw 


N. Bestimmte Integrale. N. Integrales definses. 


N. H. Abel 8. Bierens de Haan 1. Buoncompagni 1. Dienger 3. 5. 6. 
11. 14. Heine 13. Lejeune-Dirichlet 5. 12. Grunert 7. Gudermann 28. 31. 
Hill 5. Hoppe 2. C. G. J. Jacobi 32. 37. 41. 45. 67. 79. Kummer 1. 7. 8. 9. 15. 
Libri 10. Liouville 3. Lobatto 6. Malmsten 3. Plana 1. Raabe 12. 15. 16. 
17. 19. 20. 21. 24. 25. 26. 33. Ramus 9. Richelot 16. Schellbach 4. Schlömilch 
3. 4. 5. 6.7. 8.9. Smaasen 1. Svanberg 1. Tortolini 1. 


0. Elliptische und Abelsche 0. Konctions elliptiques et 
Functionen. Abeliennes. 

N. H. Abel 9. 10. 13. 15. 16. 17. 18. 20. 21. 22. 23. 24. Broch 2. Cayley 
8. 13. 14. Eisenstein 1. 7. 27. 37. Göpel 1. Gudermann 21. 23. 24. 26. 31. 33. 
Gützlaff 1. Haedenkamp4. Heine6. Hermite 1. H. Hoffmann 1. C.G.J. Ja- 
cobi 11. 13. 15. 16. 17. 18. 19. 23. 24. 26. 27. 29. 38. 40. 48. 66. 68. 74. 77. 78. 82. 
86. 87. Krusemark 1. Lottner 3. Malmsten 7. C. 0. Meyer 2. Meissel 3. 
Plana 6. Raabe 11. Richelot 1. 4. 5. 10. 11. 12. 13. 14. 18. 19. 20. 22. Rosen- 
hain 1.3. Sanio 1. Sohnke 2. 3. Somoff 2. Weierstrafs 1. 


P. Wahrscheinlichkeits-Rechnung. P. Calcul de probabilites. 


Dedekind 2. Enke 2. Lobatschewsky 2. Öttinger 3. Ramus 8. 
Reuschle 2. Techebischeff 2. 


2. Geometrie. 2. Geometrie. 


A. Elementar-Geometrie. A. Geometrie elementare. 


Aubertin 1. August 1. 2. Bauer i. Beyer 1. Brune 1.3.4. Clausen. 
11. 30. 33. 36.  Crelle 9. 16. 26. 29. 41. 42. Dahse 1. Eisenstein 9. 23. 
Fasbender 2.3. Förstemann 1. 3. Frankenheim 1. Gerling 1. Gerwien 
und v. Holleben 1. Gerwien 1. 2.4. Graves li. Grunert 3. 4.5. Gruson 1. 


Crelle’s Journal f.d.M. Bd. L. Heft 4. 50 
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Gudermann 1.3.7.9. 15. 35. Heinen 1. Hessel 1. Horn 2. C.G.J. Jacobi 16. 
Koppe 1.2. Kulik 2. Kummer 19. Lehmus 3. 8. 9. 11. Luchterhand 3. 
Magnus 2. Minding 28. Möbius 1. 2.26. L. Olivier 3.6. Plana 1. Plücker 17. 
Raabe 7. Ramus5. Remy 1.2. v. Renthe 1. 2. Richelot 2. Schellbach 10. 1. 
Scherer. F.Schultze1. Schulz v. Strasnicky 1.2. Specht1.2. Steiner 13. 38. 
Strehlke2. Umpfenbach 2.3. Unger 1.2.3. Winkhausi. Wöpke4. Zornow 1. 
Anonymes A. 2. 3.5. 7. 11. B. 1. 2.3. 4. 5. 6. 7. 8. 13. 14. 15. 17. 


B. Goniometrie und Trigonometrie. B. Goniometrie et trigonomelrie. 


Clausen 32. Crelle 7. 10. Dirksen 3. Eisenstein 21. Feldt 1. 
Gudermann 5. 38. €C.G. J. Jacobi 49. 67.76. Jordanni. Kummer. Littrow1. 
Minding 27. Möbius 16. Nernst 1. M. Ohm 4. L. Olivier 1. 10 11. Raabe 20. 
Richelot 7. Schellbach 7. 10. 11. Schläffli 3. Schlömilch 2. Scholtz 1. 
Schönemann 1. 2. Stern 11. 22. Tardy 3. Winkler 1. 


C. Spbhärische Geometrie. Ü. Geometrie spherique. 
Bauer i. Bretschneider 1. Clausen 16. Crelle 13. Gaufs3. Gerwien 2.3. 
Gudermann 7. 8. 12. 13. 16. 17. 18. 19. 25. 27. 29. 30. 31. 34. 36.38. Haedenkamp 2. 


Hellerung 1. Jullien 1. Löwenstern 1. Minding 27. Raabe 2. Remy 1. 
Schmeisser 1. Steiner 6. Anonymes (. 8. 


D. Synthetische Geometrie. D. Geometrie synthetique. 


Aubert 1. Brioschi 1. Broch 3. Cayley 3. 15. 19. Eberty 1. Göpel 2. 
Gralsmann 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. Gudermann 11. Heinen 4. 5. 
O0. Hesse 3. 6.18. A. Jacobi 1.2.3. C.G. J. Jacobi 34. Kramer. Leithold 1. 
Luchterhand 2. Minding 2. Möbius 3. 5. 10. 11. 14. 17.18.23. Poncelet 3.4.5. 
Schällibaum 1. 2. 3. Staudt 2. Steiner 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 15. 
19. 20. 21. 22. 23. 24. 25. 26. 27. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 34. 35. 36. 37. 39. 41. 42. 
44. 45. 46. 47. 48. 49. 50. 51. Swellengrebel 1. Anonymes (. 1. 


E. Analytische Geometrie. E. Geometrie analytique 


N. H. Abel 23. Amsler 1. Arendt 10. Balzer 1. Brix 1. Brunn 1. 
Cayley 4. 6. 10. 11. 19. Clausen 7. 19. 21. 22. 23. 34. 35. Dippe 1. Drucken- 
müller 1. Eisenstein 33. Fasbender 1.4. Garbinsky 1. Sophie Germain 1. 
Grunert 8.10. Gudermann 11. 17. Hachette 1.2.3. Haedenkamp?2. Heinen 2. 
O. Hesse 1. 2. 4. 9. 11. 12. 13. 15. 19. 22.24. Hittorfi. Horn 1.2.3. A. Jacobi 2. 
C. G. J. Jacobi 4. 5. 42. 50. 51. 52. 53. 56. 71. 94. 95. Joachimsthal 1. 2. 3.5. 6. 
7. 8. 10. Kummer 12.16. Lehmus1.5.6.7. Lobatschewskyi. Magnus. 3. 4.5. 
C. ©. Meyer 1. Meissel 2. Minding 1. 4. 10. 16. 17. 18. 20 21. G. W. Müller 1. 
Paucker 2. Plana 3. 4 5. Plücker 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 15. 16. 
18.19. Poisson3.4. Raabe 1. 4.5. 6. 10. 28. 36. 37. Reuschle 1. Richelot 2. 14. 
Salmon 1. 2. Schellbach 6. 8. 12. (V. VI. IX.) Scherk 5.7. Scholz 1. 
N. W. Schultz 1. Serret 1. Spottiswoode 1. 2. 3. Stammer 1. Staudt 3. 
Steiner 14. Strehlke 4. Tellkampf 1. Tortolini 1.2.3.4. Umpfenbach 4. 5. 6. 
Wolfi. Anonymes B. 2. 4. 5. 11. 


3. Mechanik. 3. Mecanigue. 


A. Statik und Dynamik. A. Statique et Dynamique. 


N. H. Abel 3.4. Amsler 1.2. Burg 2. Cayley5. Clausen 15. 18. 
Cournot 41. 2. Crelle 2. 28. 39. Despeyrous 1. Dumas 1. Lejeune-Dirichlet 
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19. 20. Gaufs 2. Gudermann 18. 30. 37 v. Heim 1. 2. 3. Heine 2.8. (C. 6. ). Ja- 
cobi 65. 69. 73. 9. Jullien 1. Kirchhof 1. Kossack 1. Lehmus 2. Liou- 
ville3. Lobatto 5. Lottner 3. C. 0. Meyer 4. Minding 12. 13. 14. 15. 29. 
Möbius 4. 8. 12. 13. 14. 19. 21. 22. 24. A. Müller. 1. Pagani 3. 4. 5. 6. 8. 9. 
Pauker?2. Plana4.5. Richelot 15. 17. 21. Schellbach 12. dl. I. II. IV. VII. VII. IX.) 
Schweins 1.'2. 3.4.5. Sohnke 1. SomoffA. Stader 1. Steichen 1. 2. 3. 4. 
5 E arg 16. 26. Weingarten 1. Winkler 4. Zech 1. AnonymesB.1. 


B. Hydrostatik und Hydrodynamik. B. Hydrostatique et Hydrodynamique. 


Crelle 25. 32. v. Dawidof 1. Eytelwein 1. Lehmus 2. Pagani 2. 
Prehn 1. Ramus 8. v. Steinheil 1. Svanberg 2. Anonymes B. 2. 


C. Aörostatik und Aörodynamik. ©. Aörostatique et Adrodynamique. 
Brooke 1. Oltmanns 1. Anonymes B. 5. 10. 





ll. Angewandte Mathematik. II. Mathematiques appliquees. 


A. Astronomie und Geographie. A. Astronomie el Geographie. 


Bergius 1. Bernardi 1. Borchardt 1. Clausen 20. 24. 25. 27. Dien- 
ger 3. Dumas 1. Gudermann 20. Hansen 1. CC. G. J. Jacobi 9. 69. 72. 96. 
Littrow 1. Möbius 19. 20. Oltmanns 2. Pagani 5. Poisson 1. Raabe 3. 
Sohnke 1. Winkler 6. Anonymes A. 10. 


B. Chronologie. B. Chronologie. 
Jahn 1. Matzka 1. Nesselmann 1. Piper 1. Slonimsky 1. 


C. Optik und Theorie des Lichts. ©. Optique et theorie de la lumiere. 


Clausius 1. 2. v. Forstner 1. Lehmus 10. W. H. Miller 1. Möbius 6.7. 
Pagani 1. Plücker 14. 21. Anonymes B. 1.4. 


D. Theorie der Wärme. D. Theorie de la chaleur. 


Amsler 2. 3. Despeyrous 1. Lejeune-Dirichlet7. Heine 1.2. Libri 3. 
Poisson 8. 


E. Theorie der Maschinen. E. Theorie des machines. 

Clausen 13. Crelle 3. 25. 28. 33. Dietlein 1. 2. Druckenmüller 2. 
v. Heim 4. M.H. Jacobi 1. Lehmus 4. G. S. Ohm 1. Poncelet 1. 2. Prehn 2. 
Segnitz 1. Anonymes A. 1. B. 2. 21. 


F. Kiystallomettrie. F. Cristallometrie. 
Frankenheim 1. Möbius 25. 26. Zeuner 1. 
G. Physik. G. Physique. 


Dienger 1. Green 1. Haedenkampi. Kirchhof2. Lame u. Clapeyron 2. 
Navier 1. Neumann 1. Plücker 20. Poisson 2. Simonoffi. Thomson 1. 
Anonymes 4.9. 
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H. Staatswirthschaftliches. H. Economie polttique. 
Brune 2. Crelle 21. 31. 49. 


I. Allgemeines und Verschiedenes. I. Sujets differents et generau«. 


Chelini 1. Crelle 5. 19. 30. 34. 35. Lejeune-Dirichlet 23. Friedländer 1. 
Göpel 3. A. v. Humboldt 2. C.G. J. Jacobi 85. Minding 28. Poisson 6. 
Preufs 1. Schellbach 3. Anonymes A. 15. 16. 


RK. Druckfehler und Verbesserungen. ‘K. Kautes d’impression et rectifications. 


1. IV. 388; 10. I. 200; 11. II. 200; 11. II. 308; 11. IV. 406; 13. II. 184; 
13. IV. 364; 14. IV. 350; 15. IV. 378; 16. IV. 376; 17. IV. 392; 19. IV. 388; 20. IV. 360; 
21. IV. 300; 22. IV. 380; 23. IV. 379; 24. IV. 381; 27. beim Inhaltsverzeichnifs; 
27. 11. 192; 27. 111. 284; 30. IV. 351; 35. IN. 276; 39. 1. 137; 40. IN. 278; 40. IV. 386; 
41. IV. 367; is. II. 187; 45. IV. 380; 46. I. 96; 46. III. 282; 46. IV. 389; 47. IV. 384; 


49. 1. 94; 49. IV. 370. 





Fac-similes von Handschriften nachbenannter verstorbener berühmter 
Mathematiker. 
(Fac-simile d’autographes des celehres geometres decedes, nommes ci-apres.) 


Band. Heft. Band. Heft. Band. Heft. 
(Tome. Cah,) (Tome. Cah.) (Tome. Cah,) 


‚N.H. Ael. .: 23: 1 26. Feorvanli . . „BU: ar . 
‚D. Alembert.. . 26. II. 27. Fontana. ....: 34. II. 53. Manfredi. .. . 37. I. 
3. Ampere. .... 25. IV. 28. Fourier 27. 11. 54. Maupertuis. . . 32. 1. 
4. Bailly. 40. 1. 29. Frisi. . 1. 55. Meechain 23. u 
5. Dan. Bernoulli, 30. Fuf. . 1. 56. Mollweide. ... 39. 1. 
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